Michele Audin 




ANALYSE COMPLEXE 



Michele Audin 

Institut de Recherche Mathematique Avancee, Universite Louis Pasteur et CNRS, 
7 rue Rene Descartes, 67084 Strasbourg cedex, France. 
E-mail : Michele.Audin@math.u-strasbg.fr 
Url : http://www-irma.u-strasbg.fr/~maudin 



Mots clefs, fonction holomorphe, fonction analytique, exponentielle, logarithme, theoreme de Cau- 
chy, principe du maximum, theoreme de Liouville, indice, singularites, fonctions meromorphes, fonction 
p de Weierstrass, produit infini, theoreme des residus, fonction zeta de Riemann, theoreme des nombres 
premiers. 



La figure de couverture represente la fonction p de Weierstrass et a ete dessinee par Olivier Elchinger. 
10 mai 2011 



ANALYSE COMPLEXE 



Michele Audin 



Resume. Ces notes de cours sont une introduction a P analyse complexe, avec cent quatre-vingt-onze 
exercices et vingt-cinq figures. On y etablit, pour les fonctions d'une variable complexe, l'equivalence 
entre holomorphie et analyticite (Cauchy, Morera). On y discute de la question du logarithme et plus 
generalement des primitives, des poles et autres singularites. Pour ce faire, on y integre les fonctions 
sur les chemins, ce qui amene le theoreme des residus et ses applications plus ou moins calculatoires. 
On y construit et etudie aussi des fonctions elliptiques, la fonction zeta de Riemann, et on y demontre 
le theoreme des nombres premiers. 
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PREFACE 



On trouvera ici une version revisee et un peu etoffee de la redaction d'un cours que j'ai donne dans 
la licence de mathematiques a l'Universite Louis Pasteur de Strasbourg en 1997, 98 et 99 (version 1,0). 

J'ai prepare cette version (version 2,0) pour un cours de magistere premiere annee en 2005-2006, elle 
est un peu rafraichie et contient un peu plus de theoremes (des precisions, notamment sur les singu- 
larites essentielles, sur les automorphismes, et une demonstration du theoreme des nombres premiers) 
et davantage d'exercices. 

Prerequis 

J 'utilise un peu de topologie sur C et les resultats de base sur les series (voir le chapitre resume, 
page 1). Les lecteurs sont supposes, comme le font les « vrais » etudiants, etudier la topologie generale 
et le calcul differentiel en parallele. En cas de besoin, je signale l'existence de deux beaux livres 
accessibles sur ces sujets, ceux de Skandalis [SkaOl] et de Rouviere [Rou03]. 

Sources, references et remerciements 

J'ai appris les fonctions holomorphes dans le livre de Cartan [Car61] qui n'a pas plus vieilli que 
son auteur et reste la reference « incontournable »... et que j'ai done copie et plagie sans vergogne, 
probablement meme la ou je n'en etais pas consciente. Le paragraphe sur l'exponentielle est copie sur 
l'epoustouflant prologue du livre de Rudin [Rud75], les demonstrations des resultats sur les produits 
infinis viennent du chapitre 15 de ce meme livre. 

La demonstration « sans homotopie » de l'analyticite des fonctions holomorphes vient de Particle 
de Verley dans V Encyclopaedia Universalis [Verl9]. 

J'ai aussi copie quelques demonstrations dans le cours de Jean-Benoit Bost a l'Ecole Polytech- 
nique [Bos97], une ou deux autres dans le livre de Remmert [Rem91]^\ quelques exercices « faciles » 
dans les livres de Silverman [Sil72] et Lang [Lan93] et d'autres, en general plus difficiles, dans celui 
de Tauvel [Tau99]. 

Je me suis permis de copier quelques notices biographiques dans la meme Encyclopaedia Universalis. 
Que tous ces auteurs, nommes ou non, soient remercies pour leur participation involontaire. 

L'esprit de ce cours, l'idee d'utiliser la demonstration de [Verl9] pour avoir au plus vite les grands 
theoremes (Liouville...), beaucoup des exercices et meme le style WT^X. utilise proviennent de multiples 
conseils de et discussions avec Claude Sabbah. 

J'y ai aussi inclus beaucoup d'exercices proposes par Iris Muller et j'ai beneficie de remarques de 
Nicole Bopp, d'Henri Carayol et d'Olivier Dodane. 



Un livre qui contient beaucoup de mathematiques, mais aussi des remarques historiques et culturelles tres interessantes. 
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PREFACE 



Qu'ils soient remercies pour leur participation plus ou moins volontaire. 

Les etudiant-e-s de magistere premiere annee en 2005-2006 ont essuye les platres (version 1,9) de 
ce nouveau cours. La version amelioree (version 1,99) leur doit beaucoup : chacun-e a corrige une 
formule incorrecte, a proteste parce que je n'etais pas claire, a propose une nouvelle demonstration 
(voir par exemple page 39), a dessine des paysages (voir page 102). Pour fabriquer la presente version 
(version 2,0), j'ai simplement corrige deux ou trois erreurs grossieres (la plupart signalees par Olivier 
Dodane) et ajoute les exercices du sujet d'examen de janvier 2007. 

Que tous les etudiants soient remercies pour leur participation captive (mais bienveillante, agreable 
et surtout indispensable). 

Ajoute en mai 2011. Les etudiants lyonnais de Bertrand Remy et Julien Melleray en 2008-2009, 
les etudiants strasbourgeois de la licence de mathematiques en 2009-2010 (avec moi) et 2010-2011 
(avec Christine Huyghe) ont encore subi ce polycopie et apporte des ameliorations a ce texte. Je les 
remercie, ainsi que Bertrand, Julien et Christine, pour leur aide. 

Et apres ? 

On trouvera dans la bibliographie des references permettant aux lecteurs de se cultiver et/ou d'ap- 
profondir et de prolonger ce qu'ils auront appris dans ces notes, je pense notamment a la fonction zeta 
et a ses utilisations [Kah96, SB03] et aux surfaces de Riemann [Car61, Rey90]. 

Ajoute (aussi) en mai 2011. II devrait y avoir bientot une suite, sur les fonctions speciales, series 
de Dirichlet, etc. 



A Strasbourg, le 10 mai 2011 



RESUME DES PROPRIETES UTILISEES 



Notions de topologie generale 

Celles que j'utiliserai sont les suivantes. 

Ouverts, fermes. L'espace C, corps des nombres complexes'- 2 ), est muni de sa topologie d'espace 
vectoriel norme par |-| (« module » des nombres complexes ou norme' 3 ' euclidienne) . 

C'est un espace complet, ce qui veut dire que toutes les suites de Cauchy y sont convergentes. 

Je noterai 

D(zq, r) = {z S C | \z — Zq\ < r} 

le disque ouvert de rayon r centre en Zq. 

Les ouverts sont des reunions de disques ouverts. Par exemple, le quadrant 

{z £ C | Re(z) > et Im(z) > 0} 

est un ouvert, ainsi que la couronne 

{z e C | 1< \z\ < 2}. 

Les fermes sont les complementaires des ouverts, toute partie A a une adherence A (le plus petit 
ferme qui la contient), ce qui fait que je noterai aussi 

D(zq, r) = {z G C | \z — zq\ < r} 

o 

1' adherence du disque ouvert, qui est le disque ferme. Toute partie a aussi et un interieur A (le plus 
grand ouvert contenu dans ^4). 

Compacts. Un compact d'un espace topologique est une partie separee de cet espace telle que, de 
tout recouvrement de cette partie par des ouverts, on puisse extraire un sous-recouvrement fini. 

Les compacts de C sont les parties a la fois fermees et bornees (contenues dans une boule assez 
grande) — c'est un theoreme (dit de Borel-Lebesgue ou de Heine-Borel) , vrai dans C et dans n'importe 
quel espace R n , mais pas dans n'importe quel espace topologique). 

^'construit a partir de R de fagon que l'equation x 2 + 1 = y ait des solutions, ce qui en donne immediatement a toutes 
les equations du second degre a coefficients dans R, et aussi a coefficients dans C et ce qui, de fagon plus etonnante, 
suffit a en donner a toutes les equations algebriques — un theoreme, dit de d'Alembert-Gauss, que nous demontrerons 
plusieurs fois dans ces notes 

^'Ou de la topologie definie par n'importe quelle norme, puisque, sur C comme sur tout espace vectoriel R n , toutes les 
normes, etant equivalentes, definissent la meme topologie. 
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Toute suite contenue dans un compact y possede un point d' accumulation ou, ce qui revient au 
meme, une sous-suite convergente, c'est un autre theoreme (dit de Bolzano- Weierstrass). 

L'image d'un compact par une application continue est un compact. Par exemple, si l'application 
continue est a valeurs dans R, l'image d'un compact est un ferine borne de R, ce qui implique que la 
fonction a un maximum, un minimum, et qu'elle les atteint. 

Les compacts verifient la propriete des fermes emboites, a savoir que si (S n )neN est une suite 
decroissante de fermes non vides contenus dans un (le meme) compact, alors leur intersection n'est 
pas vide. 

Enfin, une fonction continue sur un compact y est uniformement continue. 

Connexes. De meme l'image d'un connexe par une application continue est un connexe. Une propriete 
que Ton utilise souvent sous la forme : si U est connexe et X discret et si / : U — > X est une application 
continue, alors / est constante. 

Si E est un espace topologique et x € E, le plus grand connexe de E contenant x est sa composante 
connexe. Tout espace topologique est union disjointe de ses composantes connexes. 

Vocabulaire des series numeriques, des series de fonctions 

Series. Une serie n'est autre qu'une suite ou une suite une serie, s n = J2k=o u k> u n = s n — s n _i, 
mais il y a quand meme un vocabulaire et des resultats specifiques au langage des series. La serie de 
terme general u n est convergente si la suite s n l'est. La limite de s n s'appelle la somme de u n . La serie 
converge absolument si la suite s' n = X^fc=o 

| est convergente. 

(-1)™ 

Par exemple, la serie es t convergente mais elle n'est pas absolument convergente. 



Bien sur, convergence absolue implique convergence, mais aussi implique que Ton peu grouper les 
termes de la serie comme on le souhaite pour calculer la somme. Ce qui n'est pas vrai lorsque la 
convergence n'est pas absolue, comme le montre le fait que 



puisque les deux series de droite sont divergentes. 

Series de fonctions. Une serie de fonctions fn(z) peut converger simplement (c'est-a-dire pour 
chaque z) ou uniformement sur une partie A, c'est-a-dire lorsque 

N 



On dit que la serie J2 fn converge normalement sur A C C si tout point de A possede un voisinage U 
tel que 



c'est-a-dire si elle converge « en norme », c'est-a-dire si ^2 \fn\ converge uniformement. Dans ce cas, la 
serie fn converge uniformement. 

Ces notions sont importantes, parce que, si les /„ sont continues et si la serie converge uniformement, 
alors la limite est continue, et qu'il est bien facile de verifier si une serie est normalement convergente. 

Dans ce cours, on aura surtout des series entieres, c'est-a-dire des series de terme general a n z n . 



n 





LES BASES DU CALCUL DIFFERENTIEL 
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Les bases du calcul differentiel 

La notion de differentiabilite en un point (etre approchable au voisinage de ce point par une appli- 
cation lineaire), la differentielle d'une application (cette application lineaire) et le theoreme d'inversion 
locale (si la differentielle d'une application en un point est inversible, alors l'application elle-meme, au 
voisinage de ce point, est inversible). Voir [Rou03]. 



CHAPITRE I 



SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES 



Dans ce premier chapitre, je dermis les fonctions analytiques (celles qui se developpent en serie 
entiere au voisinage de chaque point), j'en etudie les premieres proprietes etonnantes (le principe des 
zeros isoles). Je decris ensuite la fonction exponentielle, un des outils essentiels des mathematiques, et 
je pose la question du logarithme, a laquelle je reponds, autant que faire se peut. 

1.1. Definition des fonctions analytiques 

Series entieres. On appelle serie entiere une serie de fonctions de la forme 

oo 

a nZ n a n G C. 

n=0 

Proposition 1.1.1. Soit p = sup {r G [0, +oo[ | \ a n\ r n < +oo}. 

(1) Pour tout r < p, la serie ^a n z n converge normalement sur le disque \z\ < r. 

(2) La serie ^a n z n diverge pour \z\ > p. 

Remarques 1.1.2 

(1) D'abord, p existe (la serie converge pour r = 0) mais il peut etre nul, fini ou infini. On l'appelle 
le rayon de convergence de la serie entiere. Le disque ferine \z\ < p est le disque de convergence. 

(2) La proposition ne dit rien sur ce qui se passe sur le cercle de convergence \z\ = p, ou des 
phenomenes varies peuvent se produire (voir l'exercice 1.2). 

(3) La somme de la serie est une fonction continue sur l'interieur du disque de convergence. 

Demonstration de la proposition 1. 1.1. C'est une consequence du lemme suivant, du a Abel. 

Lemme 1.1.3 (Abel). Soient r, ro des reels tels que < r < rQ. S'il existe un nombre reel (fini) M > 
tel qu'on ait 

I On | fQ<M pour tout n > 0, 
alors Yln>o a nZ n converge normalement pour \z\ < r. 

Demonstration du lemme. On majore 

\a n z n \ < \a n \r n < M (y\ . 
Comme on a r < ro, M{r/ro) n est le terme general d'une serie geometrique convergente. □ 



6 



CHAPITRE I. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES 



Montrons la premiere assertion de la proposition : si r < p, on choisit un nombre r$ tel que 
r < ro < p. Par definition de p, la serie J2 \ a n\ f~o converge, done il existe un nombre (fixe) M tel que 

I o-n | Tq < M pour tout n. 

On applique le lemme d'Abel et on obtient la convergence normale de &nZ n pour \z\ < tq. 

Pour la deuxieme assertion : si \zq\ > p, pour tout reel M, on peut trouver un entier n tel que 
l^n^ol > M (sinon, le lemme d'Abel impliquerait que la serie ^a n z n converge normalement pour 
\z\ < \zq\, ce qui est contradictoire avec la definition de p). □ 

Remarque 1.1.4. Si la suite \a n+ i/a n \ a une limite i, alors p = l/l : on considere la suite 
\a n +iz n+1 1 a n z n \, qui converge vers £\z\ et on conclut par le critere habituel sur les series numeriques 
(comparaison avec une serie geometrique) . 

Exemple 1.1.5. Le rayon de convergence de la serie es t 1- Voir d'autres exemples dans l'exercice 1.2. 

On dit parfois qu'une serie entiere est convergente quand son rayon de convergence est strictement 
positif (e'est-a-dire quand elle converge effectivement quelque part). 

Somme et produit de series entieres convergentes. Considerons maintenant deux series entieres 

f(z)=J2a n z n , g(z)=J2Kz n 
de rayons de convergence respectifs p\ et p2 ainsi que les series somme et produit 

c n z n avec c n = a n + b n , ^ d n z n avec d n = a b n H h a n b Q . 

Appelons enfin R le plus petit des deux nombres p\ et p2- 

Proposition 1.1.6. Les series entieres s(z) = c n z n et p{z) = d n z n ont un rayon de convergence au 
moins egal d R. Pour \z\ < R, leurs sommes sont respectivement f{z) + g{z) et f{z)g{z). 

Demonstration. On ecrit 

n 

"Jn — | On | ~\~ \bn\ > &n — ^ \^p\ ' \bn—p\ > 

p=0 

de sorte que |c„| < 7 n et |<i n | < 5 n . Pour r < R, les series \a n \ r n et J2 \ bn \ r n convergent. On a done 

£7nr n = [J2K\r n \ + \J2\ b n\ rn ) <+°° 

n>0 \n>0 J \n>0 J 

et 

E S nT n = 
n>0 

les series s(z) et p{z) sont done convergentes pour \z\ < R. 

II reste a verifier que leurs sommes sont bien la somme et le produit des series f{z) et g{z). Pour la 
somme, e'est clair. Pour le produit, 5a resulte de la propriete rappelee dans l'exercice 1.6. □ 




1.2. LES PRINCIPES DES ZEROS ISOLES ET DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE 
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Definition des fonctions analytiques. 

Definition 1.1.7. Soit [/cCun ouvert et soit / : U — > C une application. Soit zq G U. On dit que / 
est analytique en zq s'il existe 

— un nombre r > tel que le disque \z — zq\ < r soit contenu dans U 

— et une serie entiere J2n>o a nW n de rayon de convergence p > r 
tels que, pour \z — zq\ < r, on ait 

+oo 

f( z ) = a ^ z - z o) n - 

n=0 

On dit que / est analytique sur U si elle est analytique en tout point^ 1 ) de U. 

Exemple 1.1.8. Un polynome est une fonction analytique en tout point de C : en effet, on peut 
developper le polynome en tout point grace a la formule de Taylor : 

n , 

P(z) = P(z ) + Y /} jP {k) (zo)(z-z ) k 

k=l 

ou n est le degre de P. Bien entendu, il existe des fonctions analytiques qui ne sont pas des polynomes, 
ce que nous montrerons le plus rapidement possible. 

On remarquera que la somme et le produit de deux fonctions analytiques sur U sont des fonctions 
analytiques sur U (en application de la proposition 1.1.6). L'ensemble des fonctions analytiques sur U 
est ainsi un anneau. C'est bien evidemment un espace vectoriel sur C. En plus, les structures d'anneau 
et d'espace vectoriel sont compatibles (X(fg) = (Xf)g = f(Xg)) ce qu'on resume en disant : 

Proposition 1.1.9. L'ensemble des fonctions analytiques sur V ouvert U est une algebre sur C. 

II est traditionnel de noter cette algebre 0(U). 



1.2. Les principes des zeros isoles et du prolongement analytique 

Proposition 1.2.1 (Principe des zeros isoles, version series entieres). Soit f(z) = Q"n,z n la somme d'une 

serie entiere de rayon de convergence p > 0. Si au moins un des coefficients a n n'est pas nul, il existe 
un r dans ]0,+oo[ tel que f ne s'annule pas pour \z\ dans I'intervalle ]0,r[. 

Demonstration. Soit p le plus petit entier tel que le coefficient a p ne soit pas nul. Ainsi 

f(z) = ]T a n z n = zPg(z) 

n>p 

avec g(z) = a p + a p+ \z + • • • et g(0) = a p ^ 0. Comme g est la somme d'une serie entiere, elle est 
continue a l'interieur de son disque de convergence, done il existe tout un voisinage de sur lequel elle 
ne s'annule pas. □ 

Remarque 1.2.2. Dans les notations de la demonstration, si p = 0, / = g et / ne s'annule pas au 
voisinage de 0. Si p > 1, / a un zero isole en 0. 

Corollaire 1.2.3 . Toute fonction analytique sur U admet un unique developpement en serie entiere au 
voisinage de chaque point de U. 



De sorte que l'analyticite est une propriete locale, e'est-a-dire qui se verifie en chaque point. 
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CHAPITRE I. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES 



Demonstration. En effet, si, pour tout z dans un voisinage de Zq, on a 

a n{z ~ Z ) n = b n( z - Z 0) U , 

on a J2( a n — b n )(z — zo) n = et done 

^(o n — b n )w n = pour tout w dans un voisinage de 0. 
Done, en appliquant la proposition 1.2.1, on voit que a n = b n pour tout n. □ 

Theoreme 1.2.4 (Principe du prolongement analytique). Soit U un ouvert connexe de C et soient f, g 
deux fonctions analytiques sur U . Si f et g coincident sur une partie E de U qui a un point d'accu- 
mulation dans U, alors elles coincident sur U. 

Remarque. Dire que a est un point d'accumulation de S est equivalent a dire que a est adherent a 
S — {a}, ce qui est encore equivalent a dire que tout voisinage de a rencontre S — {a} et, puisque nous 
sommes dans un espace metrique, a dire que a est limite d'une suite de points de S. 

Demonstration. Soit a un point d'accumulation de E dans U et soit V un voisinage de a sur lequel 
f et g sont developpables en serie entiere. Considerons la fonction h = f — g. Elle est analytique 
sur U puisque / et g le sont. Elle est developpable en serie entiere sur V et ses zeros ont un point 
d'accumulation dans V done, en vertu de la proposition 1.2.1, h\v = 0. Soit 

A = {b€zU\h = 0au voisinage de b} . 

C'est un ouvert de U par definition. II contient l'ouvert non vide V et n'est done pas vide. Montrons 
maintenant qu'il est aussi ferme. 




Figure 1. 

Soit u un element de l'adherence A de A dans U. II existe une suite u n d'elements de A tels que 
u = lim u n . Comme u n est dans A, h{u n ) = pour tout n. Mais u £ U et h est analytique dans U, 
done elle se developpe en serie entiere au voisinage de u : 

h(z) = a n{z ~ U) n 
n=0 



1.3. DERIVABILITE ET ANALYTICITE DES SERIES ENTIERES CONVERGENTES 
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sur la boule B = {z € U \ \z — u\ < r}. Si n est assez grand, u n est dans B et h a une infinite de zeros 
dans B, ce qui serait contraire au principe des zeros isoles si l'un des a n n'etait pas nul. Done tous les 
a n sont nuls et h = sur un voisinage de u. Ainsi u est dans A, ce qui fait que A est ferme. 

En conclusion, A est ouvert, ferme et non vide. Comme U est connexe, on a A = U. □ 

Remarque 1.2.5. En particulier, si une fonction analytique est nulle sur un tout petit ouvert contenu 
dans U, elle est nulle sur U tout entier. II est clair que ce resultat est faux pour des fonctions seulement 
supposees C°° (voir l'exercice 1.13). 

Si U et V sont deux ouverts non vides avec V C U et U connexe et si / est une fonction analytique 
sur V, on appelle prolongement analytique de / a U toute fonction analytique sur U qui coincide avec 
/ sur V. II se pourrait tres bien qu'il n'existe pas de tel prolongement, mais, s'il en existe un, il est 
unique. 

Remarque 1.2.6. On applique souvent le theoreme 1.2.4 au cas ou £ est un ouvert de U mais aussi dans 
le cas oii £ est une courbe dessinee dans U. On l'applique par exemple lorsque E est l'intersection de 
U avec l'axe reel. 

Proposition 1.2.7 (Principe des zeros isoles). Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe U. 
Si f n'est pas identiquement nulle, ses zeros sont isoles. 



Demonstration. Si ce n'etait pas le cas, il existerait une suite infinie u n de zeros de / qui convergerait 
vers un point u G U. D'apres la demonstration precedente, / serait nulle au voisinage de u et done 
serait identiquement nulle sur U. □ 



1.3. Derivabilite et analyticite des series entieres convergentes 

Proposition 1.3.1 . Soit f{z) = J2 n >o a n zn une serie entiere de rayon de convergence p et soit f'(z) = 
J2 n >i na n z n ~ l . Son rayon de convergence est p et, pour tout z tel que \z\ < p, on a 

m = Km A* + *>-/('>, 
J K ' h^o h 

II semble naturel d'appeler /' la derivee de /. On discutera des relations entre cette derivee et les 
derivees partielles ou la differentielle de / au chapitre suivant. 

Corollaire 1.3.2. Une fonction analytique sur U y admet des derivees de tous ordres. □ 



Demonstration de la proposition. Appelons^ 2 - 1 p' le rayon de convergence de /'. En posant a n = \a n \, 
on sait done que, pour r < p', la serie Yl, nOL nT n ~ x converge et done que 

a n r n < r na n r n ~ l < +oo 
n>l \«>1 / 

done r < p (on a montre r < p' =>• r < p). 

Inversement, soit r < p et soit r' tel que r < r' < p. Alors 

/ \ Tl — 1 

n-1 n in 
na n r = —,a n r 



On peut aussi utiliser la formule d'Hadamard, e'est-a-dire l'exercice LI. 
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A cause de l'inegalite r' < p, la suite a n r' n est majoree, disons par M, de sorte que 



n r 
na n V * < —M — 



n—l 



M ( r 



n-1 

La serie de terme general n(r/r / ) n_1 est convergente, done na n r n_1 est le terme general d'une serie 
convergente et done r < p' (on a montre r < p =>■ r < //). 

Done p = //. II reste a verifier que /' est bien la derivee, au sens exprime dans la proposition, de /. 
On fixe z et on choisit r de facon que \z\ < r < p. 



V n \y 



n-l 




Figure 2. 

On suppose que h est un nombre complexe non nul tel que \h\ < r — \z\ de sorte que 

\z + h\ < \z\ + \h\ <r 

et que / est definie en z + h. On a alors 

u n (z, h) 



/?. 



n>l 



avee 



~ n ~ 1 - nz"" 1 



«n(«, /i) = a n ((z + /i)"- 1 + z(z + /i) n " 2 + • • • + z T - 
et done, en majorant brutalement \z\ et \z + /i| par r, 

K(z, /i)| < a n (r n ~ l + r(r) n " 2 + • • • + r n ~ l + rar™- 1 ) = 2na n r n ~ 1 . 

A cause de l'inegalite r < p, la serie J2 na nr n ~ converge et on a done 



Ve>0, 3N, J2 2m n rn_1 < 

n>7V 



La somme finie J2 n <N u n(z, h) est un polynome en h, nul pour h = 0. II existe done un reel positif rj 
tel qu'on ait, pour tout h tel que \h\ < 77, 



n<Af 



< 



Finalement, si < inf(r — |z| ,rj), 



f( z + h )-f(zl_ / 



h 



< 



Y u n (z,h) 

n<N 



+ J2 2na n r n " 1 < e. 

n>N 



□ 
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Cette proposition permet de demontrer (enfin !) qu'il existe des fonctions analytiques (autres que 
les polynomes). 

Theoreme 1.3.3 (Analyticite des series entieres). La somme d'une serie entiere est analytique a 
I'interieur de son disque de convergence. 

Contrairement a ce qu'on pourrait croire na'ivement, ce resultat n'a rien d'evident. II s'agit de 
montrer que la fonction en question est analytique en chaque point de I'interieur de son disque de 
convergence. On va montrer un resultat beaucoup plus precis : une serie entiere est somme de sa serie 
de Taylor en tout point de I'interieur de son disque de convergence. 

Proposition 1.3.4. Soit f(z) = J2 Q"nZ n une serie entiere dont le rayon de convergence p n'est pas nul. 
Soit zq un point de I'interieur du disque de convergence. Alors la serie entiere 



n>0 



a un rayon de convergence au moins egal a p — \zq\ et on a 

f(z) = J2^f {n) (zo)(z-zo) n 

n>0 n - 

pour tout z tel que \z — zq\ < p — \zq\ . 

Demonstration. Posons ro = | zo | , a n = \ a n \ . Calculous la derivee p-ieme de / 

/<"(*) = E^«» + ,4 

de sorte que 

|M»)|<E^<W«- 

Pour ro < r < p, on a 

£ 3 \f iP) ^\ ( r " r ») P ± E - roY 

p>0 P ' P,q P ' q ' 

< Y an ( T -T7^~^{r ~ r ) p rr p 



(r - r + r ) n 

< £ «n r " < +°°- 

n>0 

On a utilise le fait que la serie etait a termes positifs pour regrouper les termes. Done le rayon de 

convergence de la serie —,f^ n H z o)z n est plus grand que ou egal a r — ro, mais on pouvait choisir r 

n\ 

arbitrairement proche de p, done le rayon de convergence est superieur ou egal a p — \zq\. 

Calculons maintenant J2 n >o f^ n \ z o)(z — zo) n /nl. L'inegalite ci-dessus montre que la serie double 

p,q 

converge absolument. On peut done calculer sa somme en regroupant les termes de fagon arbitraire. 
II y a deux facons interessantes de le faire : 
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— ce qu'on a deja fait (regrouper selon p + q = n) : 

E «» f E =i7^r(' - = E ^ = /(*), 

n>0 \0<p<n^' V / n>0 



mais aussi 



^ (z - z )p / x ^ (p + g)! , i 



p>0 \<j>0 ^ 



/ ( %o) 

1.4. Exponentielle et surtout logarithme 
Exponentielle complexe. Elle est definie par la serie entiere 

exp(z) = e z = -T- 

n=0 

II est clair que le rayon de convergence de cette serie est infini (exercice 1.2 si necessaire). La convergence 
absolue implique que Ton peut calculer 



ce qui fait que la fonction exponentielle verifie la formule d'addition (ou « equation fonctionnelle ») 

exp(a) exp(6) = exp(a + 6) Va, b G C. 

Cette relation implique que e° = 1 et que e z ■ e~ z = 1. Les coefficients de la serie sont des nombres 
reels ce qui fait que e x est reel pour x reel. On appelle e le nombre (reel) e = e 1 (ce qui justifie la 
notation !). 

Le theoreme suivant resume les proprietes les plus importantes de la fonction exponentielle. 

Theoreme 1.4.1 

(1) L'application exp est une surjection C — > C — {0}. 

(2) Elle est egale a sa derivee, c 'est- d- dire on a exp' = exp. 

(3) La restriction de exp d R est une fonction reelle strictement croissante et positive qui verifie 

lim exp(x) = +oo, lim exp(x) = 0. 

(4) II existe un nombre reel positifi note ir, tel que exp(in/2) = i et tel que e z = 1 si et seulement 
si z/{2m) E Z. 

(5) La fonction exp est periodique de periode 2iir. 

(6) L'application t h > e lt envoie I'axe reel sur le cercle unite. 

Demonstration. D'abord, l'equation fonctionnelle donne e z ■ e~ z = 1, done e z ^ 0, et exp est a valeurs 
dans C — {0} (mais il reste a prouver que tous les nombres complexes non nuls sont atteints). 

Ensuite la serie derivee de celle definissant exp est evidemment la meme et done exp' = exp. 

On a deja dit que exp se restreignait a l'axe reel en une fonction reelle. En contemplant le 
developpement en serie, on voit immediatement que exp est strictement croissante sur les reels positifs 
et aussi que sa limite en +oo est +oo. Pour les reels negatifs et la limite en — oo, on utilise e~ x = l/e x . 
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-it 

e it.~ii = e it . e -it = e it-it = e = l 



Le developpement en serie montre aussi que, si t est reel, on a e %t = e lt . Ainsi 

2 



done l'axe reel est bien envoye dans le cercle unite (il restera a verifier que tous les points en sont 
atteints) . 

Definissons^' les deux fonctions reelles de variable reelle 

cosi = Re(e i *), sint = Im(e it ) 
et derivons la relation e lt = cos t + i sin t : 

cos' t + i sin' t = ie lt = — sin t + i cos t 

de sorte que 



cos' = — sin, sin' = cos . 



Comme partie reelle de e lt , la fonction cos a un developpement en serie 

t 2 t 4 
cos t = l-- + - + ... 

convergeant pour tout t reel. Considerons la valeur de la fonction cos en 2. Les termes de la serie vont 
decroitre en valeur absolue, avec des signes alternes, de sorte que cos 2 est majore par la somme des 
trois premiers termes (avec t = 2). Tous calculs faits, on trouve cos 2 < —1/3. Comme cosO = 1 et 
que cos est continue sur R, elle doit s'annuler entre et 2. Soit to le plus petit nombre reel positif tel 
que cos to = 0. On definite) 

vr = 2t . 

Comme cost + isint est de module 1, sin to = ±1, comme sin't = cost > sur ]0,to[, la fonction 
sin est croissante sur ]0,to[ et comme sinO = 0, on a sin to > 0, bref, sin to = 1. D'ou l'on deduit que 

e^ 2 = i. 

On en deduit aussi que e l7T = i 2 = —1, que e 2l7T = (— l) 2 = 1, que e 2m?r = 1 pour tout n S Z et que 

e z+2in _ e z & 2m _ & z 

... et done que la fonction exponentielle est periodique de periode 2iir. 

Supposons maintenant que z soit tel que e z = 1 et montrons que z est un multiple entier de 2iir. Si 
z = x + iy (avec x et y reels), on a e z = e x e zy , done \e z \ = e x . Comme e z = 1, on a forcement e x = 1 
et done x = (exp est strictement croissante et en particulier injective sur R). Reste a montrer que 
y/2n est un entier, et pour 5a, il suffit de montrer que e ty 7^ 1 pour y e]0, 2n[. 

Soit done y e]0,27r[. Ecrivons les parties reelle et imaginaire de expiy/4 : 

e^/ 4 = u + iv, u, v e R. 

Comme y/4 G]0,7r/2[, les reels u et v sont strictement positifs. D'autre part, on a 

e*« = (u + ro) 4 = n 4 - 6u 2 v 2 + v 4 + 4iuv(u 2 - v 2 ). 

Le membre de droite ne peut etre reel que si u 2 — v 2 = 0. Comme u 2 + v 2 = 1, ce n'est possible qu'avec 
u 2 = v 2 = 1/2. Mais alors la partie reelle est — 1 et pas 1. 

II ne reste plus a montrer que les deux assertions de surjectivite que nous avons laissees de cote. 



^Voir aussi la discussion page 15 pour des remarques sur cette definition. 

^'Cette fagon de definir ty remonte, au moins, aux cours d'Edmund Landau a Gottingen (et faisait partie, d'apres 
l'ideologie nazie, d'une fagon « juive » de faire des mathematiques) . 
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Commencons par le cercle. Fixons un nombre complexe w de module 1 et montrons qu'il s'ecrit 
w = e lt pour un certain t £ R. Supposons d'abord que ses parties reelle u et imaginaire v sont toutes 
deux positives. Comme u < 1, le theoreme des valeurs intermediates (encore) affirme qu'il existe un 
t £ [0, 7r/2] tel que u = cos t. Comme sin 2 t = 1 — u 2 = v 2 , et comme v > et t £ [0, vr/2], on a v = sin t 
et done w = e lt . 

Si u < et v > 0, on peut appliquer ce qui precede a — iw, on trouve —iw = e %t et done w = e l( - t+n ^ 2 \ 
Enfin, si v < 0, on sait que — w = e lt et done w = e l( - t+n \ 

Pour finir, fixons un to / et ecrivons w = a\w\ avec a de module 1. On vient de voir qu'alors, 
a = e iy pour un certain y £ R. Toujours en utilisant le theoreme des valeurs intermediaires, il existe 
un reel x tel que \w\ = e x . Alors w = e x+w . On a bien demontre que exp est surjective de C dans 
C-{0}. □ 

La figure 3 montre quelques droites paralleles aux axes reel et imaginaire et leurs images par 
l'exponentielle. Voir aussi l'exercice 1.25. 




Figure 3. 



La figure 4, elle, illustre la convergence de la serie 

y — = e u . 

n=0 

Je l'ai trouvee dans [Rou03] (page 54) et elle m'a semble si eclairante que je n'ai pu m'empecher de 
la copier. La convergence « en spirale » s'explique par le fait que les parties reelle et imaginaire sont 
des series alternees (ce que nous avons utilise dans la demonstration precedente, en definissant 7r). 

Logarithme neperien. La fonction exp est continue et strictement croissante sur R. Elle admet une 
fonction reciproque continue et strictement croissante ]0,+oo[— > R, appelee « logarithme neperien » 
et notee log. On remarquera que log(l) = et que, comme exp' = exp, log'(x) = 1/x... e'est bien le 
meme logarithme neperien que l'on a decouvert dans les classes de lycee. 

Mesure des angles et arguments d'un nombre complexe. Appelons S 1 le cercle unite : 

S 1 = {z £ C | \z\ = 1}. 

On a vu que l'application y \— )■ e ty est une application continue et un homomorphisme surjectif de 
groupes R — > S . On a aussi determine son noyau, le groupe des multiples entiers de 27r. Ainsi 
l'exponentielle definit un isomorphisme de groupes 

ip : R/2ttZ ► 5 1 . 
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Si on munit R/27rZ de la topologie quotient, ip devient un homeomorphisme (exercice 1.27). L'ap- 
plication reciproque associe, a tout nombre complexe de module 1, une classe modulo 2irZ de reels, 
ses arguments. De meme, si z ^ 0, on definit arg(z) = arg(z/ \z\), a l'addition d'un multiple entier de 
27r pres. 

Immortel Archimede... Dans les classes du secondaire, on a defini sinus et cosinus d'un angle 
(geometrique) 

■ a a a b 

sin A = — , cos A = - 

c c 

(cote oppose sur hypotenuse, cote adjacent sur hypotenuse). On a aussi parle des fonctions sinus et 
cosinus que l'on vient de definir ici — sans les definir rigoureusement. Ici il s'agit de sinus et cosinus 
d'un nombre reel. Le passage de l'un (angle) a l'autre (nombre) se fait via la mesure des angles : si 
une mesure de l'angle en A est t, on a bien 

cos A = cos t, sin A = sin t. 

De meme, le nombre tt defini ici comme le double du premier zero positif de la fonction cosinus 
est bien le nombre ir qui permet de calculer la longueur d'une circonference depuis l'ecole elementaire 
(ou depuis Archimede, selon la notion qu'on a du temps historique) : on calcule la longueur du cercle 
unite en le parametrant par (cost, sin t) ou e lt , t G [0,27r]. La longueur est l'integrale de la norme du 
vecteur derive (— sin t, cost) ou ie lt : 

dt = 2vr. 

La longueur de la circonference est bien 2tt. On peut definir tt par cette egalite... a condition d'avoir 
defini la longueur des courbes avant. 

Logarithme complexe. II s'agit d'inverser la fonction exponentielle... dont nous savons fort bien 
qu'elle n'est pas inversible, n'etant pas injective. On peut done s'attendre a des problemes. Nous 
savons cependant pourquoi elle n'est pas injective (en d'autres termes nous connaissons le noyau de 
l'homomorphisme de groupes exp). 



r2ir 










ie lt 


Jo 
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Donnons-nous un nombre complexe t et cherchons tous les nombres complexes z tels que e z = t. II 



relation dans laquelle on voit bien, comme il fallait s'y attendre, que le logarithme complexe n'est pas 
bien defini, ou qu'il est defini a l'addition d'un multiple entier de 2m pres. 

Definition 1.4.2. On dit qu'une fonction continue f de la variable complexe t, definie sur un ouvert 
connexe [/cCne contenant pas 0, est une determination du logarithme sur U si 



Remarque 1.4.3. Une telle determination n'existe pas forcement. C'est le cas par exemple pour U = 
C — {0}, comme on va le voir dans la proposition 1.4.5. Par contre, s'il en existe une, il y en a beaucoup 
d'autres, comme le precise la proposition suivante. 

Proposition 1.4.4. Soit U un ouvert connexe ne contenant pas 0. Si f est une determination du loga- 
rithme sur U , toute autre determination du logarithme sur U est de la forme f + 2ikir pour un certain 
entier k. Reciproquement, toute f + 2ikn est une determination du logarithme sur U. 

Demonstration. Supposons que f et g soient deux determinations du logarithme sur U. Par definition, 
elles sont continues sur U. Done la fonction 

_ sm-m 

v ; 2m 

est continue sur l'ouvert connexe U. Elle ne prend que des valeurs entieres et done est constante. La 
reciproque est claire. □ 

Proposition 1.4.5. II n'existe pas de determination (continue) du logarithme sur C — {0}. 

Demonstration. Supposons qu'une telle determination existe, appelons-la /. Posons u{z) = Im/(z). 
Alors u serait une determination continue de l'argument sur C — {0}. 

Restreignons-nous au cercle S 1 et posons v(6) = u(e te ), defmissant ainsi une fonction v : R — > R 
continue et periodique de periode 2ir. Pour tout 9, 9 et v{9) sont des arguments de e ie , done il existe 
un entier n(9) tel que 



Comme v est continue, n est une fonction continue de R dans Z, done elle est constante. II existe 
done un entier n tel que 




z = log \ t\ + i arg t 



VteU, exp(/(t)) = t. 



v{6) - 9 = 2n(9)ir. 



v{9) = 9 + 2nvr. 

La contradiction vient maintenant du fait que v doit aussi etre periodique : 




□ 
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Remarque 1.4.6. Compte-tenu de tout ce a ete dit dans ce paragraphe, la plus grande prudence est de 
rigueur quand on utilise des determinations du logarithme. Je preciserai : « soit / la determination du 
logarithme sur l'ouvert U telle que etc. ». Je conseille une prudence analogue aux lecteurs. 



Developpement en serie du logarithme 
Proposition 1.4.7. La serie entiere 



E(- 1 ) n_1 



n>l 



Z 

n 



converge pour \z\ < 1. La somme de la serie 



/(0 = £(-i) 



-At-i) n 



n>l 



est une determination du logarithme sur le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. 

Demonstration. II est clair que le rayon de convergence de la serie entiere est 1 et done que la serie 
definissant f(t) converge pour \t — 1| < 1. La fonction / verifie /(l) = et 

done sa restriction aux t reels (dans ]0,2[) est log(i). La fonction expo/ est analytique comme com- 
poses de deux fonctions analytiques^, coincide avec t pour t reel, done, en vertu du theoreme du 
prolongement analytique (ici le theoreme 1.2.4), elle coincide avec t partout. □ 

On a ainsi montre l'existence de determinations analytiques du logarithme sur le disque de centre 1 
et de rayon 1. II en existe sur tous les disques contenus dans C — {0}, comme l'anirme la proposition 
suivante et comme le montre la figure 5. 





Figure 5. 



^ 5 ^I1 n'est pas tres facile de demontrer directement que la composee de deux fonctions analytiques est analytique. On 
pourra le faire en exercice (exercice 1.5) ou attendre les theoremes du chapitre suivant qui le donneront sans fatigue. 
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Corollaire 1.4.8. Soit to un nombre complexe non nul et soit 8q un argument de to- Sur le disque 
\t — to\ < \to\, la serie 

5 (t)=log|t |+^o + E ( " 1) ^ 1 ft ~^ 
definit une determination analytique du logarithme. 



n V to 

n>l 



Demonstration. On applique la proposition 1.4.7 qui dit que la serie 

-l) n ~ l ft- t ' 



converge, sur le disque defini par 



t 

— i 

to 



n>l U V *° 



< 1, vers f{t/to). Ainsi 



expg(t) = \to\ e ido exp/ (~\ =t ~=t. □ 

La determination « principale » du logarithme. Traditionnellement, il y a une determination 
du logarithme consideree (ce n'est pas mon avis) comme meilleure que les autres. Commengons par 
definir une fonction reelle de variable reelle, la fonction arcsin (prononcer « arcsinus »). 

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur ] — 7r/2,7r/2[. Elle admet done une 
fonction reciproque strictement croissante 

arcsin :] - 1,1[ ►] -vr/2,vr/2[. 

Proposition 1.4.9. Soit U n le complementaire dans C de V ensemble des reels negatifs ou nuls. Les 
formules 

{arcsin(y/ \t\) si x > 

7T — arcsin(y/ \t\) si x < et y > 
— 7T — arcsin(y/ \t\) si x < et y < 
(avec x = Ret, y = Imt) definissent une fonction f sur U T qui est une determination analytique du 
logarithme. 

Demonstration. Montrons d'abord que ces formules definissent bien une fonction / continue sur U n . 
Elle est continue sur le demi-plan x > et sur chacun des deux quadrants du demi-plan x < 0. II suffit 
de verifier que les differentes formules donnent la meme chose sur l'axe des y (prive de 0). 

Si x = et y > 0, la premiere formule donne log |t| + iTr/2 et la deuxieme log |t| + i(ir — n/2). De 
meme, si x = et y < 0, les premiere et troisieme formule donnent respectivement log |t| — in/2 et 
log |t| — i(jr — vr/2). Done / est bien continue sur U w . De plus, il est clair que les formules en arcsin 
definissent un argument et done que / est une determination du logarithme sur U v . 

II reste a verifier qu'elle est analytique. Montrons done qu'elle a un developpement en serie entiere 
au voisinage de chaque point de U n . Soit done to G U % et soit D un disque ouvert de centre to 
contenu dans U w (figure 6). Le disque D est contenu dans le disque |t — to I < |*o| e t done, sur D, nous 
connaissons deux determinations du logarithme, celle donnee par le corollaire 1.4.8 et celle que nous 
sommes en train de considerer. En vertu de la proposition 1.4.4, elles different d'un multiple de 2m. 
Comme l'une est analytique, l'autre Test aussi. □ 



Remarque 1.4.10. Les formules donnees dans l'enonce servent a convaincre les lecteurs que la fonction 
/ est continue. II est assez rare qu'on ait effectivement besoin de calculer un arcsinus pour evaluer un 
argument. 
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Figure 6. 



C'est cette determination qu'on appelle la determination « principale » du logarithme. Mis a part 
le fait qu'elle coincide avec le logarithme neperien sur les reels positifs, elle n'a vraiment rien de 
particulier. 

Corollaire 1.4.11 . Si 9 £ R, soit Ug Vensemble des nombres complexes dont 9 n'est pas un argument. 
II existe dans Ug des determinations analytiques du logarithme. 

Demonstration. On ramene simplement Ug sur U n par une rotation. Soit ip = 9 — tt, de sorte que la 
rotation 

z i > e~ ilp z 

envoie la demi-droite d'argument 9 sur celle d'argument tt (y = 0, x < 0) et Uq sur U n . Posons 

g(t) = f(er i *t)+i<p 
ou / est la fonction definie par la proposition 1.4.9. Alors g est analytique sur Ug et 

exp g(t) = exp (/ (e~ itp t)) e iip = e'^te^ = t. □ 



Racine m-eme. Limitation de la formule 



x 



l/m 



exp ( — In x 
m 



montre que, s'il existe une determination du logarithme sur un ouvert^ 6 ), il existe aussi, sur ce meme 
ouvert, une determination (continue ou analytique, c'est equivalent) de la racine m-eme. Voir l'exer- 
cice 1.34. 



l ) Grace a la theorie des revetements, on peut montrer la reciproque de cette assertion : les ouverts sur lesquels existe 
une determination de la racine m-eme sont exactement ceux sur lesquels existe une determination du logarithme. Voir 
par exemple [Aud04]. 
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Exercices 

Exercice LI (Rayon de convergence, formule d'Hadamard). On rappelle que la limite superieure d'une 
suite de nombres reels a n est 

lim sup a n = lim sup a n . 



p— >oo 



n>p 



Verifier qu'une telle limite superieure (finie ou infinie) existe toujours et que si la suite est convergente, 
sa limite superieure coincide avec sa limite. 

Montrer que le rayon de convergence p de la serie entiere J2 a nZ n verifie 

- = lim sup |a n | 1//ra . 
P 



Exercice 1.2. Trouver les rayons de convergence des series entieres 

X ~ ^ — n <n X ~ n n X ~ -n X ^ 



et comparer ce qui se passe pour les trois dernieres quand |z| = 1. 



Exercice 1.3. Trouver les rayons de convergence des series entieres 

Eo°s») 2 * B , E§^ B , E» 2 * B . E£k- 



Exercice 1.4. Soit X) a„z n une serie entiere de rayon de convergence r > 0. Montrer que les series 
suivantes ont le meme rayon de convergence 

^2na n z n , ^2n 2 a n z n , ^,na n z n ^ x . 

n>l 

Exercice 1.5. Soient S(z) = J2 n >o a nZ n et T(z) = J2 n >i^nZ n deux series entieres (on remarquera que 
T(0) = 0). 

(1) Montrer que l'expression U(z) = J2 n >o a n (T(z)) n definit une serie entiere, que Ton note U = 
SoT. 

(2) On suppose que les rayons de convergence p(S) et p(T) sont strictement positifs. Montrer 
qu'il en est alors de meme de celui de U et que, a l'interieur du disque de convergence de U, 
U(z) = S(T(z)). 

(3) Que peut-on dire de la composee de deux fonctions analytiques ? 
Exercice 1.6. Soient (u n ) et (v n ) deux series absolument convergentes. Soit 

W n = ^ ' UpV n —p. 
0<p<n 

Montrer que la serie (w n ) est absolument convergente et que sa somme est egale au produit 

E u p) \ Y. v i 

\p>o J \q>0 
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Exercice 1.7. Montrer que Ton a 

1 



53(-l)™(z - l) n pour \z- 1| < 1, 

Z n>0 

1 



l + ^(n + l)0 + l) n pour |z+l|<l. 



,2 

n>l 



Exercice 1.8. Soit 



/(*) = £ - z)r 

n>l Pn 



oup n est le plus grand des coefficients apparaissant dans le developpement de [z(l+z)] 4n . On developpe 
les termes apparaissant dans la definition de /, obtenant ainsi une serie entiere. Calculer son rayon de 
convergence. Montrer que / converge pour \z\ < 1 et pour \z — 1| < 1. 

Exercice 1.9. Montrer que la formule 

z n — 1 

f(z) = lim - 

definit une fonction sur le complementaire du cercle unite dans C. Existe-t-il un prolongement continu 
de cette fonction a C tout entier ? 

Exercice 1.10. Soit / une fonction analytique sur un ouvert U de C. Montrer que si / n'est pas constante 
au voisinage de zq S U, il existe un voisinage V de zq sur lequel on a 

z £ V et f(z) = f(z Q ) z = z . 

Exercicel.il. Avec les merries hypotheses, soit iieC. Montrer que 

U u = {z G U | / est constante egale aiiau voisinage de z} 

est ouvert et ferine dans U. 

Exercice 1.12. Soit f(z) = J2 an,z n une serie entiere dont on suppose que le rayon de convergence vaut 1 
et qui verifie 

< n \ a n\ < | Ol| • 

n>2 

Montrer que / est injective et que la serie converge pour \z\ = 1. 
Exercice 1.13. Montrer que la fonction / : R — > R definie par 

xi Jexp (-1) pourx>0 

[ pour x < 

est une fonction de classe S°°. En deduire que le principe du prolongement analytique ne s'applique 
pas aux fonctions de classe C°° de R dans R. En utilisant /, construire une fonction de classe C°° sur 
C qui ne satisfait pas le principe du prolongement analytique. 

Exercice 1.14 (Anneau des series formelles). Une serie formelle sur le corps K est une expression 
J2 n >o a nX n . On definit la somme et le produit de deux series formelles par les formules 

53 a nX n + 53 b nX n = 53 °n Xn ay eC C n = (l n + b n , 

(53 a n X n ^j ■ (53 ijj = 53 dnXn avec dn = fl o 6 « + • • • + a nbo- 
Montrer que l'ensemble K[[X]] des series formelles est un anneau commutatif unitaire, et meme une 
K-algebre, dont l'anneau des polynomes est un sous-anneau (et meme une sous-algebre) . 



22 



CHAPITRE I. SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES 



Montrer que l'anneau des series formelles est un anneau integre. Quelles sont ses unites ? 

Exercice 1.15. Montrer que l'anneau des fonctions analytiques sur un ouvert U est un anneau integre 
si et seulement si l'ouvert U est connexe. 

Exercice 1.16. Les fonctions continues sur un ouvert U forment une algebre C(C7). Montrer que C(U) 
n'est pas integre. Qui sont les diviseurs de ? 

Exercice 1.17. Soit / une fonction analytique sur un ouvert connexe U de C. 

(1) On suppose que /' est identiquement nulle sur U. Que peut-on dire de f? 

(2) On suppose qu'en tout point z de U, on a f(z) = ou f'(z) = 0. Que peut-on dire de ft 

Exercice 1.18. Demontrer l'egalite 

{z-l) n 



e = e 



71=1 



Exercice 1.19. Lorsque x est reel, on sait que 

cos x = et sin x 

2 2i 

On pose aussi, pour zEC, 

e iz _|_ e ~ iz e iz — e ~ iz 

cos z = et sin z = . 

2 2i 

Verifier que cos et sin sont des fonctions analytiques sur C, qu'elles satisfont a 

e lz = cos z + i sin z pour tout z E C, 

que cos' = sin et sin' = — cos et que 

cos 2 z + sin 2 z = 1 pour tout zeC, 

enfin resoudre les equations 

cos z = 0, sin z = 0. 



Exercice 1.20. On pose, pour zeC, 

e z + e~ z 

cosh z = et sinh z 

2 2 

Montrer que cosh' = sinh et sinh' = cosh et que 

cosh 2 z — sinh 2 z = 1 pour tout z G C, 
et donner les developpements en serie entiere de ces deux fonctions. 

Exercice 1.21 (Le plus court chemin entre deux enonces reels passe par le complexe^ 8 ') 

Montrer que, pour tout z G C tel que sinz/2 / (et en particulier, pour tout z reel verifiant la 
meme propriete), on a 

z" 



I sm I n + 2 

+ cos «+••• + cos nz = — 



, , , z 

z 2 sin - 

2 



' 8 'Comme aurait dit (dit-on) Hadamard. 
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Exercice 1.22 . Soft f(z) = sin . Montrer que / est analytique sur le disque ouvert \z\ < 1. Quels 

sont les zeros de / sur ce disque ? Est-ce contradictoire avec le principe des zeros isoles ? 

Exercice 1.23 . Montrer que si / est une fonction analytique sur un ouvert connexe U et s'il existe un 
point zo dans U oil f et toutes les derivees de / s'annulent, / est identiquement nulle sur U. 

Exercice 1.24. Existe-t-il une fonction analytique / definie sur un ouvert connexe U contenant et 
telle que 

(1) Pour tout n tel que l/n G U, f ( - ) = f ( — - — ) = -. 

\n J \2n + 1 / n 

(2) Pour tout n tel que l/n G U, f ( - ] =/(--) = -tt- 

\n J \ nj 

Exercice 1.25. Dessiner les images par l'exponentielle des droites issues de l'origine. 

Exercice 1.26. Quels sont les nombres complexes z qui verifient e z = 1 ? Ceux qui verifient e z = w 
(pour un w £ C donne) ? 

Exercice 1.27. Montrer que R/2-7rZ, muni de la topologie quotient, est un espace topologique com- 
pact. Montrer que l'application tp : R/2-7rZ — > S 1 definie par l'exponentielle (au §1.4) est un 
homeomor phisme . 

Exercice 1.28 (L'equation fonctionnelle de l'exponentielle). On suppose que / est une fonction analy- 
tique non nulle sur un ouvert connexe U contenant de C et qu'elle verifie, pour tous z, z' de U tels 
que z + z' G U, 

f(z + z') = f(z)f(z') 
Montrer qu'il existe un nombre complexe b tel que f(z) = e bz . 

Exercice 1.29. Montrer que, pour tout nombre complexe z, on a 

( z\ n 
lim 1 H — = exp z 

n-^+oo \ n ) 

(on pourra developper (1 + z/n) n par la formule du binome). 

Exercice 1.30 (La fonction zeta de Riemann). Montrer que, pour tout n > 1, z t- > n z est une fonction 
analytique sur C et que \n z \ = n Re ( z \ Montrer que la serie J2 n >i n ~ z converge uniformement sur les 
demi-plans 

{z £ C | Re(z) > 1 + e} 
pour tout e > et converge normalement sur 

{z G C | Re(z) > 1}. 

La somme 

OO -i 

n=l 

(la fonction zeta de Riemann) est done continue sur ce demi-plan. 

Exercice 1.31. On utilise la notation XJq du corollaire 1.4.11. On appelle log la determination principale 
du logarithme (sur U n ) et fo celle que la demonstration de ce corollaire permet d'en deduire sur Ug. 
Determiner la difference log —fg sur chacune des composantes connexes de U n DUg. 
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Exercice 1.32. On considere les deux series 

/i(*) = et / 2 (z) = i,r+£(-l)«^^. 

n>l " n>l ™ 

Demontrer qu'il existe un ouvert connexe U contenant les deux disques ouverts 

{z G C | \z\ < 1} et {z G C | |z - 2| < 1} 
et une fonction 5 analytique sur [/ telle que 

g(z) = fi(z) si |z| < 1 et g(z) = f 2 (z) si \z - 2| < 1. 

Exercice 1.33. Soit [/ un ouvert connexe de C ne contenant pas 0. On suppose que / est une fonction 
analytique sur U et qu'elle verifie 

/'(*) = j et 3t tel que exp/(i ) = t . 
Montrer que / est une determination du logarithme. 

Exercice 1.34. Soient / une fonction analytique sur un ouvert U et zq un point de U tel que f(zo) / 0. 
Montrer que pour tout entier m > 1 il existe un voisinage ouvert V de zq et une fonction analytique 
g sur V tels qu'on ait sur V, f(z) = g(z) m . Combien existe-t-il de telles fonctions ? 

Exercice 1.35. Determiner une fonction continue (analytique) deflnie sur 

U = C - {(x, 0) I x < -1 ou x > 1} 

et telle que 

/(0) = i et (/(z)) 2 = z 2 - 1 VzGf/. 

Exercice 1.36. Montrer qu'il existe une determination / du logarithme dans 

C-{z\ Re(z) = et lm(z) < 0} 

telle que /(l) = 0. Calculer /(i), /(-l), /(-2), f(2 - 3i). 

La suite d'egalites suivantes est une « demonstration » du fait que, si log est une determination du 
logarithme, on a log(— z) = log(z) : 

log(-2:) 2 = log(z 2 ) 
log(-z) + log(-z) = log(z) + log(z) 
21og(-z) = 21og(z) 
log(-z) = log(z). 

Qu'en pensez-vous ? 

Exercice 1.37 . On defmit les bandes B n (pour n G Z) par 

B n = {z = x + G C I (2n - l)vr < y < (2n + l)vr} . 

Dans cet exercice, log designe une determination du logarithme sur l'ouvert (par exemple la 
determination « principale »). Montrer que la fonction logoexp est deflnie (et analytique) sur B = 
U ne z-Bn et determiner cette fonction. 
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Exercice 1.38. Si log designe la determination principale du logarithme sur l'ouvert U n , quelles sont 
les valeurs de 

log*, log(-t), log(-l + i), i\ (-if, log(-l-z)? 
Meme question, mais cette fois, log designe la determination du logarithme definie sur l'ouvert Uq par 

log re 1 " = lnr + id pour G]0, 2tt[. 

Exercice 1.39. Considerer les deux ouverts connexes U\ et U2 de la figure 7 et etudier s'il existe des 
determinations continues sur U\ et U2 des fonctions 

log(z 2 -l), V^l, yjz(z 2 -l), $jz{7* - 1). 



Figure 7. 

Exercice 1.40 . On donne des nombres complexes oq, ai, u\ et U2 et on definit a n pour n > 2 par la 
relation de recurrence 

a n = uidn-i + u 2 a n _ 2 - 
On suppose que les deux racines a et f3 de l'equation 

X 2 - ml - u 2 = 

sont distinctes. Montrer que Ton a 

a„ = ,4a™ + Bf3 n 

pour des nombres A et B que l'on determinera. Montrer que la serie entiere 

00 

F( Z ) = a nZ n 
n=0 

converge vers une fraction rationnelle. Quelle est sa decomposition en elements simples ? Quel est le 
rayon de convergence de la serie F ? 

Exercice 1.41. Quel est le rayon de convergence de la serie 

Montrer que cette fonction est solution de l'equation differentielle 

zy" + y — 4zy = 0. 
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Exercice 1.42 (Fonctions de Bessel). Pour tout entier k > 0, on considere la serie entiere 

( — l) n f z\ 2n+k 

Jk{z)= ^ ^TW.{2) ■ 

Quel est son rayon de convergence ? Montrer que est solution de l'equation differentielle 

z 2 y" + zy + {z 2 - k 2 )y = 0. 

Exercice 1.43 (Fonctions hypergeometriques). Soient a, b, c G C (avec — c N). On pose 

Fr „ , „ x_i , oft , a(a + l)fr(fr+l) 2 a(a + l)---(a + n-l)b(6+l)---(6 + n-l) 

i ''' j " + c + 2c(c+l) + "' + ~ n!c ( c + i)...( c + n _i) + -" 

Dans le cas ou —a, —6 N (et done ou F n'est pas un polynome), montrer que le rayon de convergence 
de la serie est 1. 

Montrer que F(a, b, c, z) est une solution de l'equation differentielle (equation hypergeometrique) 

z(l - z)y" + [c - (1 + a + b)z]y - aby = 0. 



Exercice 1.44 (Nombres de Bernoulli). Montrer que l'egalite 

oo 



z ^ B 

n n ' 

n=0 



definit bien une serie formelle. Les nombres de Bernoulli B n sont alors definis par cette egalite. Montrer 
que la suite des nombres de Bernoulli n'est pas bornee. 
Montrer qu'ils satisfont a la relation 

Bn Bi B n -i | 1 si n = 1, 



n!0! (n-l)!l! l!(n-l)! | si n > 1 

et que ce sont des nombres rationnels. Calculer Bq, Bi, B2, -B3, -B4. Montrer que B n = si n est 
impair > 3. 

Montrer l'egalite 



2 e z/2_ e -z/2 ~ 2-, (2n)! 7 



(27T) 2 " 



n=0 

et en deduire 

00 

ttz cotan ttz = J2(-l) nS ^\rB 2n z 2n . 

Exprimer les developpements en serie entiere de tan z (on pourra demontrer et utiliser le fait que 
tan z = cotan z — 2 cotan 2z), zj sin z (et celui que cotan z + tan z/2 = 1/ sin z) en termes des nombres 
de Bernoulli^. 

Exercice 1.45 (Une topologie sur l'anneau des series formelles). Soit K un corps commutatif et soit 
K[[X]] l'anneau des series formelles sur K. Si 

S€K[[X\], S=Y,a n X n , 

n>0 



^Les nombres de Bernoulli interviennent dans la valeur de C(2&) = X/ n 2k > vo ^ T l' ex ercice VI.2. 
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on appelle ui(S) le plus petit des entiers n tels que a n / 0. Pour S, T dans l'anneau K[[X]], on pose 



de K[[X]] x K[[X]] dans K[[X]], sont continues pour la topologie definie par d. 

(2) L'application S i-> S' est-elle continue? 

(3) Montrer que l'anneau des polynomes K[X] est dense dans K[[X]]. 

(4) Soit (S , n ) nS N une suite de Cauchy dans K[[X]]. Montrer que, pour tout entier m > 1, et pour 
n assez grand, les m premiers termes de la serie formelle S n ne dependent pas de n. 

(5) Montrer que K[[X]] est un espace (metrique) complet. 



[e k si u(S — T) = k. 
Montrer que d definit une distance sur K[[X]] et que les applications 

{S, T) i ► S + Tet {S, T) i > ST 




(1) 



CHAPITRE II 



FONCTIONS HOLOMORPHES 



Dans ce chapitre, on definit les fonctions holomorphes, qui sont les fonctions derivables au sens com- 
plexe (la definition precise est II. 1.1). Nous avons deja rencontre cette notion dans la proposition 1.3.1, 
que nous allons exprimer ici en disant que les fonctions analytiques sont holomorphes. 

Le but principal de ce chapitre est de demontrer la reciproque de cette propriete : pour qu'une 
fonction soit analytique, c'est-a-dire somme de sa serie de Taylor en tout point, il suffit qu'elle soit 
holomorphe (derivable une fois) ! 

Ce resultat remarquable (et sans analogue en analyse reelle) a de nomb reuses applications, nous 
etudierons les plus classiques : le principe du module maximum, le theoreme de d'Alembert-Gauss, le 
theoreme de Liouville. 



II. 1. Definition des fonctions holomorphes 

Applications lineaires de C dans lui-meme. Une application lineaire de R 2 dans lui-meme peut 
etre decrite, par exemple, par sa matrice dans la base canonique. C'est une matrice carree d'ordre 2. 
Elle contient done quatre coefficients reels. 

Une application lineaire (sur C) de C dans lui-meme est, elle, de la forme z i— >■ az, elle est done 
definie par un nombre complexe unique, ou, si l'on prefere, par deux nombres reels. 

Identifions R 2 a C en envoyant les vecteurs de la base canonique sur 1 et i. II faut faire un peu 
attention en parlant d'applications lineaires : il y a des applications lineaires sur R (un espace vectoriel 
reel de dimension 4) et des applications lineaires sur C (un espace vectoriel complexe de dimension 1). 

Les applications C-lineaires sont, en particulier, des applications R-lineaires. Si a = u + iv, l'appli- 
cation z i— > az s'ecrit, en termes reels 

(x, y) i ► (Re(a(x + iy)),hn(a(x + iy))) = (ux — vy, vx + uy). 

La matrice de cette application lineaire est done [ U \. Inversement, on peut caracteriser les ma- 

\vul 

trices des applications C-lineaires parmi celles des applications R-lineaires comme les matrices de 
cette forme. 

Fonctions holomorphes et equations de Cauchy-Riemann 

Definition II. 1.1 . Soit U un ouvert de C. Une fonction / : XJ — > C est derivable au sens complexe en 
z € U si la limite 

f{ z + h)-f{z) 



f'(z) = lim 



h 
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existe. Si cette limite existe pour tout point z de U et si la fonction f':U — > C qu'elle definit est 
continue sur U, on dit que / est holomorphe sur U. 

La condition d'existence de la limite s'ecrit aussi : 

f(z + h)- f(z) = f'(z) • h + a(h) \h\ ou lim a(h) = 0. 

h— >0 

On remarquera que c'est exactement la definition d'une fonction differentiable : un terme lineaire plus 
des termes qui tendent vers assez vite... a cela pres que le terme lineaire est un terme C-lineaire. 

Remarque II. 1.2. C'est une excellente raison de demander, comme nous l'avons fait, dans la definition 
d'une fonction holomorphe, que la derivee soit continue. Cette demande n'est pas universelle, on ne la 
trouvera pas dans tous les livres. Elle a aussi l'avantage de permettre une demonstration tres simple de 
l'analyticite des fonctions holomorphes (le theoreme II. 2.1 ci-dessous) et done d'amener tres vite aux 
grands et beaux theoremes sur les fonctions holomorphes (ici au §11.3). Nous demontrerons plus loin 
(ce sera le theoreme III. 3. 11) que les fonctions derivables au sens complexe (sans plus d'hypotheses) 
sont bien holomorphes (au sens fort utilise dans ces notes). 

Comme on l'a fait ci-dessus pour les applications lineaires, on peut caracteriser les fonctions 
derivables au sens complexe parmi les fonctions differentiables en un point de R . Ecrivons done 
C = R 2 et rappelons ce qu'est une fonction differentiable, au sens usuel, de U dans C : 

f(x + k,y + £)-f(x,y) =a-k + b-£ + P{k,£)^k 2 + £ 2 avec lim /3(k,£)=0. 

(k,£)— >0 

Ici a et b sont des nombres complexes, a = df/dx(x, y), b = df /dy(x,y) parce que / est a valeurs 
dans C, mais l'application lineaire 

(k,£) i ► (a - k, b-£) 

est R-lineaire. L'application / sera derivable au sens complexe si et seulement si elle est differentiable 
et 



Ceci peut s'ecrire 

ou, de fagon equivalente 



df df , 

—-k + — — £ = f (z)(k + i£) pour tous k,£. 
ox ay 

f'(z) = df(x,y), if'(z) = ^l(x,y) 
ox oy 

dx dy 



On peut aussi considerer que l'espace d'arrivee de / est R 2 plutot que C, e'est-a-dire ecrire f(x, y) = 
P(x, y) + iQ(x, y) ou P et Q sont des fonctions de R 2 dans R. Alors 

df _dP + .dQ df _dP + .dQ 
dx dx dx ' dy dy dy 

L'equation ci-dessus devient 

dP_dQ +i (dQ + dP\ 

dx dy \dx dy J 
Cette equation est en fait composee de deux equations reelles, les celebres equations de Cauchy- 
Riemann : 

dP _dQ dQ _ dP 
dx dy ' dx dy 
Au risque de me repeter, ces deux equations signifient simplement que la matrice jacobienne de 

(x,y) i > (P(x,y),Q(x,y)) 
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est la matrice d'une application C-lineaire, c'est-a-dire que Ton a 

/dP dP\ 
dx dy 
dQ dQ 



\dx dy I 




En conclusion : 



Proposition II. 1.3 . Pour que f : U — > C soit derivable au sens complexe en un point, il faut et il suffit 
qu'elle y soit differentiate comme fonction de deux variables reelles et que ses derivees partielles en 
ce point verifient les equations de Cauchy-Riemann. □ 

Proprietes des fonctions holomorphes. On demontre facilement les proprietes rassemblees dans 
la proposition suivante. 

Proposition II. 1.4. Si U est un ouvert de C, I 'ensemble des fonctions holomorphes sur U est une algebre 
sur C. De plus, si A 6 C et si f et g sont holomorphes sur U, 

(1) (A/)' = Xf, 

(2) U + 9)' = f + sf, 

(3) (fgy = fg + fg'. 

(4) Si de plus f ne s'annule pas sur U, 1/f est holomorphe sur U et 

■iy _ _r_ 
j) " p' 

Si f est holomorphe sur U et si g est holomorphe sur un ouvert U' et prend ses valeurs dans U, alors 
fog est holomorphe sur U' et 

(fo 9 y = (fog).g'. □ 

Remarque II. 1.5. La composee de deux fonctions holomorphes est une fonction holomorphe, affirme 
l'enonce precedent. On sait que la composee de deux applications de classe C 1 est une application de 
classe C . On utilisera aussi le cas ou / est holomorphe sur U et oil g est une fonction de classe C 1 
d'un ouvert / de R dans U. Alors, / o g est C 1 sur / et sa derivee (comme fonction de variable reelle) 
s'exprime par la formule 

(fo 9 y = (fog).g>. 

Formulation geometrique. Tous les eleves de terminale savent^ 1 ' 1 qu'une application C-lineaire de 
C dans lui-meme {z i— > az) est une similitude (si elle n'est pas nulle). Ceci se traduit ici par « les 
fonctions holomorphes conservent les angles ». Precisons le sens de cette phrase. On suppose que 71 
et 72 sont deux courbes de classe C 1 dessinees dans un ouvert U de C qui se coupent en un point zq 
de U : 

[0, 1] U [0, 1] u 

t ■ ► 71W t ■ > 72 (t) aV6C 7l(to) = 72( ' o) = Z °- 

On suppose aussi qu'elles ont un vecteur tangent en zq, c'est-a-dire qu'on a 



... et done aucun etudiant de licence ne peut avoir oublie... 
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Figure 1. 



On regarde maintenant leurs images par une fonction holomorphe / : U — > C, les deux courbes 
/ 7l et / o 72 dessinees dans f(U). Elles se coupent en f(zo)- Leurs vecteurs tangents en ce point 
verifient l'egalite 



On voit ainsi que le vecteur tangent a la courbe / ° 71 est l'image par l'application lineaire « multipli- 
cation par f'(zo) » du vecteur tangent a 71. De meme pour le vecteur tangent a / o 72. Si on suppose 
que f'(zo) n'est pas nul, cette application lineaire est une similitude et done Tangle des courbes images 
/ 7i et / o 72 est le meme que celui des courbes originelles. 

Exemple II. 1.6. Les droites paralleles a l'axe des x sont orthogonales aux droites paralleles a l'axe des y. 
L'exponentielle envoie l'une de ces families de droites sur la famille des cercles centres en et l'autre 
sur la famille des demi-droites issues de l'origine (figure 3 du chapitre I). Chacune des demi-droites est 
bien orthogonale a chacun des cercles. Voir aussi les exercices 11.18 et 11.19... et revoir l'exercice 1.25. 

Holomorphie des fonctions analytiques. La proposition 1.3.1 affirme que les series entieres 
sont derivables au sens complexe. On en deduit que les fonctions analytiques sont holomorphes. La 
reciproque est plus etonnante. C'est elle qu'on demontre dans le paragraphe suivant. 

II. 2. Analyticite des fonctions holomorphes 

II est remarquable que la derivabilite au sens complexe implique l'analyticite, e'est-a-dire une pro- 
priety encore plus forte que la derivabilite de tous ordres. 

Theoreme II. 2.1 (Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert de centre zq et de 
rayon p. Alors 




On a bien sur 



(f°Ji)(to) = f'(z ). 



le nombre 
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ne depend pas du choix de r < p ; 

— la serie entiere a nZ n a un rayon de convergence au moins egal dp; 

— on a Vegalite 

f( z ) = a «( z ~~ z °) n p° ur \ z ~ z °\ < p- 

n>0 

Demonstration. On commence par faire un changement de variable pour se ramener au cas ou zq = 0, 
ce qu'on suppose desormais. 

Soit z un point du disque ouvert de rayon p et soit r tel que \z\ < r < p. Considerons la fonction 
g : [0, 1] — )■ C definie par 

8(A)= / 2 '/[(i-^ + W]-/ Wreil<it 

jo re lt — z 

La fonction de (A, t) figurant dans l'integrale est continue et differentiable {z est fixe et le denominateur 
ne s'annule pas) done g est continue, derivable et sa derivee est donnee par 

i-2-k 



g '{\) = [ * f'[(l - \) z + Xre^re* dt 
Jo 



(ici on a utilise le fait que /' est continue, voir la remarque II. f. 2). Mais l'expression figurant dans 
cette derniere integrale est nulle : ce que l'on integre est la derivee par rapport a t de 

F(t) = ^f[(l-\)z + \re% 

qui est periodique de periode 2ir. Ainsi, pour A ^ 0, 

g'{\) = F(2vr) - F(0) = 0. 

Comme sa derivee est identiquement nulle sur ]0, 1], g est constante sur [0, 1]. Comme #(0) = 0, la 
constante est nulle. En particulier g(l) = 0, ce qui s'ecrit 



ou encore 



re lt — z 



r2n rppit />2n ™pit 

f(z) — dt= — f(re u )dt. 

Jo re 11 — z Jo re 11 — z 



Rappelons-nous maintenant que r > \z\ done 



et cette serie converge normalement pour tout t G R. On peut l'integrer terme a terme, ce qui donne 

dt = 2vr. 



L 



*2i7V rjri 

re %t — z 



dt 



Enfin, la fonction de variable reelle f(re lt ) est bornee, done on peut aussi integrer terme a terme son 
produit avec le developpement en serie ci-dessus. On obtient ainsi l'egalite 

/•27T rfD it r 2n f( rp it\ 

soit, avec les notations de l'enonce : 

f( Z )=^nZ n . 

Ceci etant dit, la demonstration est terminee : le fait que a n ne depend pas de r est consequence 
de l'unicite du developpement en serie entiere de la fonction /. □ 
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Remarque II. 2.2 . Avec zq ^ 0, l'avant-derniere egalite, une formule tres utile, devient 

2ir Jo zq + re lt — z 



Corollaire II.2.3 (Formule de Cauchy). Si f est une fonction holomorphe sur un disque de centre zq et 
de rayon r, on a, pour tout z dans ce disque, 

1 f 2 - f(z + re il )r^ 

/ = 7T / , it dt D 

2tt Jo zq + re 11 — z 

Un autre resultat remarquable contenu dans le theoreme de Cauchy (theoreme II. 2.1) est le suivant : 

Corollaire II.2.4. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C et soit zq un point de U. La 
fonction f est somme de sa serie de Taylor en zq sur tous les disques de centre zq contenus dans U. □ 

Exemple II.2.5. Pensons a la fonction 

/(*) 



1 - z 

qui est holomorphe sur C — {1} et dont la serie de Taylor en (pour memoire, y~2 z n ) a un rayon de 
convergence egal a 1 (la distance de a 1, le rayon du plus grand disque de centre contenu dans 
C-{1}). 

Remarque II.2.6. Soient / une fonction analytique sur un ouvert U et g une fonction holomorphe sur 
un ouvert V contenant f(U). Alors f et g sont holomorphes sur U et V respectivement (derivabilite 
des fonctions analytiques, proposition 1.3.1), la composee g o / est holomorphe (comme composee de 
fonctions holomorphes, proposition II. 1.4), et done analytique (les fonctions holomorphes sont analy- 
tiques, theoreme II. 2.1). On a ainsi (enfin...) demontre que la composee de deux fonctions analytiques 
est analytique (voir la note 5 du chapitre I et l'exercice 1.5). 

Corollaire II. 2. 7. Sur le cercle de convergence d'une serie entiere f{z) = y~2a n z n , il y a toujours au 
moins un point singulier au sens ou il n'existe pas de fonction holomorphe definie au voisinage de ce 
point et qui coincide avec f la oil toutes les deux sont definies. 

Demonstration. Appelons D(zo,p) le disque de convergence de notre serie. S'il ne contenait aucun 
point singulier, on aurait, pour tout z E D(zo,p), l'existence d'un r(z) > et d'une fonction g z 
holomorphe sur D(z,r(z)) telle que 

9z\D(z,r(z))r\D(z ,p) = f\D(z,r(z))r\D(z ,p)- 

Par compacite, un nombre fini de tels disques, disons Di, . . . , D n , suffit a recouvrir le cercle de conver- 
gence. Defmissons une fonction / 

f:D 1 U---UD n UD(z ,p) 

par 

7, ^ I f( w ) si w£D(z ,p) 
j[w) = < 

{9zi{w) si w G Di = D(zi,r(zi)). 

Cette fonction est holomorphe, coincide avec / sur le disque de convergence de cette derniere, mais 
est holomorphe sur un disque D(zo,p') avec p' > p, en contradiction avec la definition de p. □ 
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Les inegalites de Cauchy. Le theoreme precedent, qui calculait les coefficients de la serie de Taylor 
de la fonction holomorphe /, permet done d'exprimer les derivees successives de / en zq par les 
integrales 

nl 

On en deduit par une simple majoration : 



2tt Jo 



dt. 



Proposition II. 2. 8 (Inegalites de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C Soit 
zq 6 U et soit r > tel que le disque ferme de centre z$ et de rayon r soit contenu dans U. Pour tout 
entier n, on a Vinegalite 

1 



f (n) (z ) 



< r 



sup 

te[0,27r] 



f(zo + re n ) 



Demonstration. Utilisons les notations du theoreme precedent. II faut majorer les \a n \. Mais 



1 

2^ 



2w f(re u + zq) 



dt 



< r 



< r 



2vr 



277 



f(re u + z ) 



277 





sup 

te[0,27r] 



int. 



f{re lt + zo) 
f(re u + z 



dt 
dt 



□ 



On peut demontrer un resultat un peu plus precis : 



Proposition II. 2. 9. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C. Soit zq un point de U et 
soit r > tel que le disque ferme de centre zq et de rayon r soit contenu dans U. Alors on a 



E 

n>0 



1 



Remarque II.2.10. Comme 



1 

2^ 



277 



„2'( 



1 

2^ 



277 



f(z + re u ) 



dt. 



f(z + re lt ) dt< sup f(z + re lt ) 

tS[0,27r] 



cette egalite implique les inegalites de Cauchy. 

Demonstration. II s'agit d'une simple application de la formule de Parseval a la serie 

f( Zo + re u ) = J2-J {n) (zo) 



, r n e int 



n>0 



(qui converge uniformement en t). Pour ceux qui ignoreraient cette formule, voici une demonstration 
(equivalente !). 

Comme U est ouvert, on peut inclure le disque ferme dans un disque ouvert de rayon p > r qui soit 
encore contenu dans U. D'apres le theoreme de Cauchy (theoreme II. 2.1), la serie de Taylor de / a un 
rayon de convergence au moins egal a p et converge uniformement sur le disque ferme de centre zq et 
de rayon r. On peut done ecrire 



f(z + re u ) = J2^f {n \zo)r n e 



n Ant 



n>0 
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On calcule ensuite 



f(z + re i 



52~f in) (zo)r n e int \ I E ^ m Kzo)r m e- imt I 
ji>0 ' j \m>0 " J 

* — J m rn 



„ n\m\ ' 

n,m>0 

Si on integre les deux membres sur [0, 2tt] en remarquant que 

r2n ' 



dt = 2vr 



si n = m 



i(n—m)t 



dt 



o 



1 



i(n—m)t 



2 77 



on obtient 



i(n — to) 

- / f(z + re u ) dt=J2(-r n ) / (n) ( 



par periodicite si n 7^ to 



+00 

E 

n=0 



1 



f (n) (z ) 



„2« 



□ 



II. 3. Les grands theoremes sur les fonctions holomorphes 

Le theoreme de Liouville. En plus d'etre un resultat remarquable et interessant en lui-meme, le 
theoreme de Cauchy (theoreme II. 2.1) a de nombreuses consequences spectaculaires. 

On appelle les fonctions holomorphes sur C tout entier (comme les polynomes, l'exponentielle, etc.) 
des fonctions entieres. 

Theoreme II. 3.1 . Toute fonction entiere et bornee est constante. 

Demonstration. C'est une application simple des inegalites de Cauchy (c'est-a-dire de la proposition 
II. 2. 8). Supposons que la fonction / soit entiere et bornee. Soit M un majorant de |/|. D'apres les 
inegalites de Cauchy (en zq = 0), on a 

1 



/ (n) (0) 



< Mr n pour tout r 



done / (n) (0) = pour tout n > 1 et le developpement de Taylor de / en est reduit a son terme 
constant. Comme / est holomorphe, elle est somme de sa serie de Taylor en sur un voisinage de 0, 
done constante au voisinage de 0. Le principe du prolongement analytique (theoreme 1.2.4) dit alors 
que / est constante sur C. □ 

Le corollaire le plus celebre est le soi-disant « theoreme fondamental de Talgebre'- 2 '' », qui affirme 
que C est un corps algebriquement clos, c'est-a-dire que les polynomes irreductibles sur C sont les 
polynomes de degre 1. 

Corollaire 113.2 (Theoreme de d'Alembert-Gauss). Soit P e C[X] un polyndme. Si P n'a pas de racine 
dans C, alors il est constant. 



'^Toutes les demonstrations doivent faire appel a l'analyse, parce qu'il faut bien faire la difference entre C et Q[i]. II 
en existe qui en utilisent assez peu, par exemple le fait que tout polynome reel de degre impair a une racine reelle (une 
consequence du theoreme des valeurs intermediaires) . Celle proposee ici est la moins algebrique de toutes, et aussi la plus 
courte. On en trouvera quatre, dont la « notre » est la plus courte, sur une seule des pages de [Rem91]. 
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Demonstration. Supposons que P soit un polynome sans racine. Alors 1/P est une fonction entiere. 
Montrons qu'elle est bornee. Si n est le degre de P, on a 

P{z) = z"(a n+ an f + ... + a f n 

avec a n / 0, done lim^i^+oo |-P(z)| = +oo. On peut done trouver un disque ferme D tel que 

— en dehors de D, la fonction 1/ \P\ est bornee (parce que |P| tend vers +oo) 

— dans D, elle est bornee aussi (parce qu'elle est continue et D compact). 

Comme 1/P est entiere et bornee, elle est constante, ainsi P est constant et done de degre 0. □ 

On trouvera une autre demonstration (peut-etre un peu moins mysterieuse) de ce theoreme dans 
les exercices du chapitre III. 

Le principe du maximum. II s'agit du resultat remarquable suivant. 

Theoreme II.3.3 (Principe du module maximum). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert 
connexe U de C. Si \ f\ admet un maximum local en zq £ U , alors f est constante. 

Demonstration. On applique l'inegalite de Cauchy correspondant a n = 0. On a done : 

\f(z)\ < sup f(z + re u ) 

te[0,27r] 

pour tout z dans U et tout r > tel que le disque ferme de centre z et de rayon r soit contenu dans U. 

Supposons maintenant que |/| admette un maximum local en z$. On aura |/(^o)| > \f( z )\ pour tout 
z dans un voisinage de zq et en particulier sur un disque ferme de centre zq et de rayon sumsamment 
petit. Sur un tel disque, l'inegalite de Cauchy ci-dessus est done forcement une egalite. 

Examinons le cas d' egalite, cas ou 

\f(z )\= sup f{z + re l 

tS[0,27r] 



ce qui implique en particulier que 



1 



2tt 



o 



dt. 



Mais alors, le raffmement des inegalites de Cauchy exprime par la proposition II. 2. 9 implique que 
toutes les derivees successives de / en zq sont nulles. Done /, qui est somme de sa serie de Taylor en zq 
au voisinage de zq est constante au voisinage de zq et done (principe du prolongement analytique 1.2.4), 
elle est constante sur l'ouvert connexe U. □ 

On peut considerer le graphe de |/| comme une surface dans PxRcCxR = R 3 , que Ton appelle 
parfois le paysage analytique^ de /. Le principe du module maximum affirme que, dans le paysage 
analytique d'une fonction holomorphe, il n'y a pas de sommet. 

Le principe du maximum oblige le module d'une fonction holomorphe non constante a ne pas avoir 
de maximum local sur un ouvert connexe. Mais une fonction holomorphe est continue, et, pour peu 
qu'elle soit definie un peu au-dela de l'ouvert considere et que celui-ci soit borne, son module va 
avoir un maximum sur l'adherence. Ce maximum va done forcement etre atteint sur le bord. Dans le 
paysage analytique d'une fonction holomorphe, les sommets sont a l'horizon. Ce qu'affirme en termes 
plus precis le corollaire suivant. 



^'Voir les elegantes figures, dues a J. F. Colonna, qui illustrent la couverture de [SB03]. On peut completer ce paysage 
en representant l'argunient de / par une couleur — une idee efficace et belle, utilisee sur la couverture de ce cours. 
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Corollaire 113.4 (Principe du module maximum, deuxieme version). Soit U un ouvert connexe et borne 
dans C. Soit f une fonction definie et continue sur Vadherence U deU et holomorphe sur U . Soit M 
le maximum de |/| sur la frontiere de U. Alors on a 

— pour tout z £U, \f(z)\ < M ; 

— si \f(zQ)\ = M pour un zq € U, f est constante sur U. 

Demonstration. La frontiere de U est une partie compacte de C, ce qui fait que la fonction continue 
|/| y a un maximum. D'ou l'existence de M. Appelons M' le maximum de |/| sur U, qui existe pour 
la meme raison. 

— Si un des points zq ou le maximum est atteint est dans l'ouvert U, f est constante sur U d'apres 
la premiere version du principe du maximum (theoreme II. 3. 3), done f(z) = f(zo) pour tout z 
de U. Comme / est continue sur U, on a aussi f(z) = f(zo) pour tout z de U et en particulier 
les deux assertions de l'enonce. 

— Si aucun des points ou le maximum est atteint n'est dans U, appelons zq un de ces points 
(zq £ U — U). On a, pour tout z dans U, 

\f(z)\<\f(z )\. 

On a evidemment M < M' en general, mais ici |/(zo)| = M' = M. En particulier 

< |/(2o) | = M pour tout zeU, 

ce qui est la premiere assertion a demontrer. De plus |/(z)| 7^ M pour tout z dans U done la 
deuxieme est automatique. □ 

Le theoreme de l'application ouverte. Les equations de Cauchy-Riemann empechent une fonc- 
tion holomorphe d'avoir une image trop petite (contenue dans une droite reelle, par exemple, voir 
l'exercice 11.13). On montre ici que l'image d'un ouvert par une application analytique (ou, done, 
holomorphe) non constante est un ouvert. 

Theoreme II. 3. 5. Toute fonction holomorphe non constante est une application ouverte. 

Demonstration. Soit / une fonction analytique sur un ouvert connexe U de C. Nous voulons montrer 
que l'image de tout ouvert dans U est un ouvert, e'est-a-dire un voisinage de chacun de ses points. 
Soit zq £ U. II s'agit done de montrer que, au moins pour r assez petit, 

f(U)DD(f(z ),r). 

Au voisinage de zq, on peut ecrire 

+00 

f(z) = a n{z - Z ) n 
n=0 

+00 

= f( ZQ ) + ( Z - Zo )mj2b n (z-z r 

n=0 

ou &o = a m / est le premier des a n (re > 0) non nuls, ce qu'on peut done aussi ecrire, plus simplement 

f(z) = f(z ) + (z- z ) m g(z) 

pour un certain entier m > 1 et une fonction analytique g verifiant q{zq) ^ 0. Soit V un voisinage 
de g(zo) dans C — {0} sur lequel existe une determination h de la racine m-eme (par exemple, un 
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petit disque centre en g(zo)). Sur l'ouvert g 1 (V), on a h(g(z)) m = g(z) et done, en posant <p(z) = 
(z - z )h(g(z)), 

f(z) = f(zo) + <p(z) m , avec ip'(z ) = h(g(z )) + 0. 

L'application ip, dont la differentielle en zq est une application lineaire complexe inversible, est done 
un diffeomorphisme local (en vertu du theoreme d'inversion locale), diffeomorphisme d'un voisinage 
It de zq sur un voisinage V de (p(zo) = 0. 

Nous voulons montrer que, pour r assez petit, le disque D(f(zo),r) est contenu dans l'image de /. 
Choisissons r > tel que V contienne le disque de rayon vtfr. Soit w € D(f(zo),r). Montrons que w 
est dans l'image de /. Soit v une racine m-eme de w — f(zo). On a 

v m = w — f(zo), done \v\ m < r 

et v est dans le disque D(0, \fr). Done v = <p(z) pour un (unique) z dans un voisinage de zq et 

w - f(z ) =v m = V (z) m done w = f(z), 

ce que nous voulions demontrer. □ 

La demonstration qui suit du meme theoreme n'utilise pas l'inversion locale mais plutot le principe 
du maximum. Elle m'a ete proposee et redigee par Arnaud Mortier. 

Une autre demonstration du theoreme de l'application ouverte. Supposons que U soit un ouvert dont 
l'image f(U) n'est pas un ouvert. II existe done un point x de U tel que f(U) n'est pas voisinage de 
f(x). C'est dire qu'il existe une suite (a n ) de nombres complexes qui ne sont pas dans f(U) et qui 
tend vers f(x). Pour chaque n, la fonction 

9n(z) = 

f(z) - a n 

est done holomorphe sur U. 

Utilisons Phypothese que U est ouvert. II est en particulier voisinage de x. Utilisons aussi le fait 
que / est analytique et n'est pas constante sur U. II existe done un nombre reel positif r tel que 
D(x,r) C U et 

V z £ D(x, r) avec z ^ x, f(z) / f(x) 

(x est un zero isole de f(z) — f(x)). 

La fonction g n est bornee sur le disque compact D(x, r) et, en vertu du principe du maximum, son 
module atteint son maximum sur le bord de ce disque. On a done ainsi, pour tout n, un z n sur le 
cercle de centre x et de rayon r, tel que 

x 1 1 1 1 

si z 6 D(x,r), r < — ; — r r, et en particulier < 



\f(z)-a n \ \f(z n )-a n y \f(x)-a n \ \f(z n )-a n \' 

Comme le cercle est compact, il existe un reel e > tel que, pour tout z dans ce cercle, 
\f(z) — f(x)\ > e (sinon, il y aurait une suite, disons j3 n de points du cercle tels que f(f3 n ) converge 
vers f(x), la suite f3 n elle-meme, apres extraction d'une sous-suite, convergerait vers une limite (3 
qui ne pourrait manquer de verifier /(/?) = f(x), ce que nous avons exclu en choisissant r). On a en 
particulier, pour tout n, \f(x) — f(z n )\ > e. Pour n assez grand, on a aussi \a n — f(x)\ < e/2, de 
sorte que, pour n assez grand, on a 

\f(z n )-a n \ >e/2. 

Ce dont on deduit que 

1 12 

— TT7 — x T — ~ avec un e independant de n, 



\f(x) - a n \ ' \ f{z n ) - a n \ e 
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ce qui contredit le fait que 1/ \f(x) — a n \ tend vers l'infini. □ 



Exercices 

Exercice II. 1 . Une application R-lineaire 92 : C — > C est C-lineaire si et seulement si elle commute 
avec la multiplication par i. Lorsque c'est le cas, on a <p(z) = <p(l)z. 

Exercice 11.2. Montrer que la fonction z i-> ~z n'est pas holomorphe en zq (pour tout zo £ C). 

Exercice II. 3 . Montrer que les fonctions suivantes sont holomorphes sur leur domaine de definition et 
qu'elles satisfont aux equations de Cauchy-Riemann 

f(z) = z 3 , /(*) = -, f(z) 



z + r Jy ' z 1 " v 7 z 2 + 1 

Exercice II.4. Parmi les fonctions suivantes de R 2 dans C, lesquelles sont derivables au sens complexe ? 

(1) x 4 y 5 + ixy 3 , 

(2) y 2 sin x + iy, 

(3) sin 2 (:E + y) + i cos 2 (x + y), 

(4) e x cos y — 2xy + i{e x sin y + x 2 — y 2 ) , 

(5) -6(cosx + isiny) + (2 - 2i)y 3 + 15(y 2 + 2y). 

Exercice II.5. On definit les « operateurs differentiels » (s'appliquant a des fonctions de classe C 1 de 
R 2 dans C) 

Soit / une fonction de classe C 1 definie sur un ouvert U C C = R 2 et a valeurs dans C. Montrer que 
/ est holomorphe en zq G U si et seulement si (df*) (^0) = 0. Que vaut (df) (zq) dans ce cas? 

Exercice II.6. Soit / une fonction de C dans C qui est polynomiale en x et y. Montrer que / est 
holomorphe si et seulement si c'est un polynome en z. 

Exercice II.7. Quelles sont toutes les fonctions holomorphes sur C dont la partie reelle est la fonction 

z = x + iy 1 > 2xyl 

Exercice II.8. Construire une fonction / : C — > C, polynomiale en x et y, telle que Pensemble des z 
en lesquels / est derivable au sens complexe soit la reunion 

{0} U {z I |*| = 1} 

et telle que /'(0) = 0. 

Exercice II.9. Pour chacune des fonctions u : C — > R suivantes, trouver une fonction v : C — > R telle 
que u + iv soit holomorphe. 

(1) u(x + iy) = 2x 3 — Qxy 2 + x 1 — y 2 , 

(2) u(x + iy) = x 2 — y 2 + e~ y sin x — e~ y cos x. 
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Exercice 11.10. Montrer qu'une fonction de classe C 2 , u : C — > R est la partie reelle d'une fonction 
holomorphe si et seulement si elle verifie 

d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 

(on dit que u est harmonique) . 

Montrer que la fonction u(z) = ln\z\ est harmonique sur C — {0}, mais qu'elle n'est pas la partie 
reelle d'une fonction holomorphe sur C — {0}. 

Exercice 11.11 . On considere la forme differentielle^ 4 ) 

a = (P(x,y) + iQ(x,y))(dx + idy). 

Montrer que P et Q satisfont les equations de Cauchy-Riemann si et seulement si cette forme est 
fermee. 

Exercice 11.12. Soit / une fonction holomorphe sur un ouvert connexe U de C. On suppose que la 
partie reelle de / est constante. Montrer que / est constante. 

Exercice 11.13. Est-ce qu'une fonction holomorphe sur un ouvert non vide U de C peut ne prendre 
que des valeurs reelles ? Est-ce que son image peut etre contenue dans une droite (reelle, c'est-a-dire 
d'equation y = ax + b, a, b £ R) ? 

I I 2 A / 

Exercice 11.14. Montrer que z *— > \z\ n'est pas holomorphe, de meme que Rez, Imz. 

Exercice 11.15. La fonction / definie sur C — {0} par f(z) = - est-elle holomorphe? Quelle est sa 
differentielle ? Montrer que / conserve les angles non orientes. 

Exercice 11.16. Soit U un ouvert de C, invariant par conjugaison complexe (c'est-a-dire tel que z £ 
U 4z£ U). Soit / une fonction holomorphe sur U. On definit, pour z £ U, 

Montrer que g est holomorphe sur U. 
Exercice 11.17. Quelle est l'image de 

{z G C | < \z\ < 1} 

par l'application z\-t 1/z? 

Exercice 11.18. Dessiner les images des droites paralleles aux axes par la fonction z H > z 2 . 

Exercice 11.19. Dessiner les images des droites paralleles aux axes par la fonction z i— > sin z. 

Exercice 11.20. Dessiner les images des cercles centres en et des demi-droites (ouvertes) issues de 
l'origine par l'application g 

Z{ >9iz) = l{ Z + l)- 

Determiner l'image V du « demi-plan de Poincare » 

M = {zGC 1m(z) > 0} . 

Montrer que : 9C — > V est bijective est que son inverse est la fonction analytique 

u(z) = z + f(z) 

' 4 ^Pour ceux qui savent ce que c'est. Les autres peuvent passer. 
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ou / est celle des determinations de \J z 2 — 1 definies dans l'exercice 1.34 pour laquelle /(0) = itt/2 6 5C. 

Exercice 11.21 . Trouver une application holomorphe bijective 3-C — > JT^ (U n designe, comme au cha- 
pitre I, le complementaire des reels negatifs dans C). 

Exercice 11.22 . Montrer que la fonction f(z) = 1/(1 — z — z 2 ) est holomorphe au voisinage de 0. Soit 
f{ z ) = Xm>o a nZ n son developpement en serie entiere en 0. Montrer que les coefficients a n verifient 

ao = a\ = 1 et a n = a n _i + a n _2 pour n > 2 

(en d'autres termes, a n est la suite de Fibonacci). Quel est le rayon de convergence de cette serie 
entiere (voir aussi l'exercice 1.40) ? 

Exercice 11.23. Developper la fonction holomorphe f(z) = l/(z + l)(z + 2) en serie entiere en 0. Quel 
est le rayon de convergence de la serie obtenue ? 



Exercice 11.24. On considere la serie entiere 



z 3 z 5 z 7 



f(z) = z + + •••. 

M ' 3 5 7 

Quel est son rayon de convergence? Montrer que f(z) = l/(z 2 + 1). 

Exercice 11.25 (Examen, janvier 2007). Soit o, n z n une serie entiere a coefficients complexes de rayon 
de convergence p > 0. On appelle etoile de Mittag-Leffler de cette serie entiere le plus grand ouvert U 
de C tel que 

— U est etoile^ en 0, 

— il existe une fonction analytique / : U — > C dont le developpement de Taylor en est cette 
serie. 

Determiner l'etoile de Mittag-Leffler de chacune des series entieres suivantes 

n 

(i) 

n! 

(2) Ez n , 

(3) E(-i) n ^ 3n - 

Exercice 11.26 (Examen, janvier 2006). Soient U un ouvert de C et D un disque ouvert non vide contenu 
dans U. Ainsi l'application 

<p : 0(U) > 0(D) 

/' >f\o 

est-elle un homomorphisme d'algebres. 

(1) Donner une condition necessaire et suffisante sur U pour que if soit injectif. 

(2) Donner une condition necessaire et suffisante sur U pour que (p soit surjectif. 

Exercice 11.27. Dessiner le paysage analytique de la fonction exponentielle sur C. 

Exercice 11.28. Soit / une fonction continue sur le disque ferme D(0, 1), analytique sur le disque ouvert 
D(0, 1) et nulle sur le demi-cercle Im(z) > 0. Montrer que / est nulle (on pourra considerer g(z) = 

/(*)/(-*))■ 



^La definition d'un ouvert etoile est rappelee page 56. 
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Exercice 11.29. Soit / une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R). Pour r G [0, R[, on pose 

M(r) = sup \f(z)\ . 

\z\=r 

Montrer que M est une fonction continue et croissante sur [0, R[ et qu'elle est strictement croissante 
si / n'est pas constante. 

Exercice 11.30 (Principe du module minimum). Soit / une fonction holomorphe sur un ouvert connexe 
U. Soit zq £ U un minimum local de |/|. Montrer que, soit f(zo) = 0, soit / est constante sur U. 

Exercice 11.31 . Soit c un nombre reel strictement positif . Existe-t-il une fonction / holomorphe sur un 
ouvert U contenant telle que 

\f(z)\ = \z\ 2 + c? 

Exercice 11.32. Soit / une fonction entiere qui tend vers l'infini quand z tend vers l'infini. Montrer que 
/ s'annule en un nombre fini de points oti, ■ ■ ■ , a^. En deduire que / est un polynome^ 6 '. 

Exercice 11.33. Soient / et g deux fonctions entieres. On suppose que 

1/(2)1 < b( z )l pour tout z. 

Quelle conclusion peut-on en tirer ? 

Exercice 11.34. Trouver toutes les fonctions entieres / verifiant 

l/(*)l = M 2 - 

Exercice 11.35. On donne deux nombres positifs A et a. Determiner toutes les fonctions entieres qui 
verifient 

\f{z)\ < ^exp(aRe(z)) 

pour tout z de module assez grand. 

Exercice 11.36. Soit / une fonction entiere. On suppose qu'il existe des reels positifs A, B et a tels que 

\f{z)\ < A + B\z\ a 
pour tout z de module assez grand. Montrer que / est un polynome. 
Exercice 11.37. Verifier que Papplication 

u 1 > u/\J\ — |it| 2 

est un homeomorphisme (c'est-a-dire une application continue bijective dont l'inverse est aussi conti- 
nue) du disque unite ouvert sur C. Existe-t-il un isomorphisme analytique (c'est-a-dire une application 
analytique bijective dont l'inverse est aussi analytique) du disque unite ouvert sur C ? 

Exercice 11.38 (Le theoreme des trois cercles d'Hadamard). Soient r et R deux nombres reels avec < 
r < R. Soit U un ouvert de C contenant le disque D(0, R) et soit / une fonction holomorphe sur U. 
Pour p £ [r, R] , on pose 

M(p) = sup |/(2)| . 
\A=p 

Montrer que 

In R — In p In p — In r 

M(p) < M(r)^R-^M(R)^ e=e r . 

Question subsidiaire : cet exercice permet-il de demontrer que la fonction exponentielle est un polynome? 
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Indication : on pourra appliquer le principe du module maximum a la fonction z i— >■ z p {f{z)) q (pour 
p£Z,n£N). 

Exercice 11.39. Soit U un ouvert de C contenant le disque unite (ferme) et soit / une fonction holo- 
morphe sur U. On suppose que /(0) = 1 et que \f(z)\ > 1 si \z\ = 1. Montrer que / s'annule en un 
point du disque unite (ouvert). 

Exercice 11.40. Soit / une fonction holomorphe sur le disque ouvert D = D(0,1). On suppose que 
/(0) = 0. Soit r < 1. Montrer qu'il existe une constante A telle que 

\z\ <r^\f{z n )\ <Ar n -\ 

En deduire que la serie de terme general f(z n ) converge normalement sur D(0,r). 

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur D verifiant /(0) = g(0) = et de developpements 
respectifs 

/(*) = a ^z n et g(z) = bnz n . 
n>l n>\ 

Montrer que les deux series 

F(z) = Y a n g(z n ) et G(z) = £ b n f(z n ) 

n>l n>l 

convergent normalement sur tous les compacts de D. Determiner le developpement en serie de F a 
l'origine et montrer que F = G. 

Soit i la determination du logarithme sur D{\, 1) qui est nulle en 1. Montrer que, pour tout z G D, 
on a 

Yi( 1 + Z n ) = y zn 

^ n l-z n 

£>1 n>l 

et de meme 

y (_i)n-i_?_ = y 

4^ l - z n 4^ i + z n 

n>± n>± 

Exercice 11.41 . Soit / une fonction entiere non bornee. On veut montrer que son image est dense 
dans C. On suppose au contraire qu'il existe un disque ouvert centre en qui ne rencontre pas /(C). 
Que peut-on dire de la fonction l/(f(z) — wq) ? Conclure. 

Exercice 11.42 (Le lemme de Schwarz). On appelle D le disque unite ouvert. Soit / une fonction ho- 
lomorphe sur D. On suppose que /(0) = et que \f(z)\ < 1 pour tout z dans D (/ envoie D dans 
lui-meme et fixe 0). 

Montrer que z t— > f{z)/z definit une fonction holomorphe sur D. Soit r g]0, 1[. Montrer que 

m 



i 

< - pour \z\ < r. 
r 

En deduire que 

1/(^)1 < \ z \ pour tout z dans D. 
Supposons maintenant qu'il existe un zq non nul tel que |/(zo)| = l-^ol- Montrer qu'il existe un 
nombre complexe A de module 1 tel que f(z) = \z pour tout z G D. 

Exercice 11.43 (Automorphismes du disque unite). On utilise les notations (et le resultat) de l'exer- 
cice 11.42. On appelle automorphisme de D un automorphisme analytique, c'est-a-dire une bijection 
holomorphe dont l'application reciproque est holomorphe. Le but de cet exercice est de determiner 
tous les automorphismes du disque D. 
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(1) Determiner les automorphismes de D qui fixent 0. 

(2) Soient a, b £ C tels que \a\ 2 — \b\ 2 = 1. Montrer que f a ^, definie par 

, . , az + b 
fa,b{z) = f——, 

bz + a 

est un automorphisme de D. 

(3) Montrer que, pour tout w £ D, il existe des nombres complexes a et b tels que 

\a\ 2 - \b\ 2 = 1 et f a , b (w) = 0. 

(4) Determiner tous les automorphismes de D. 

Exercice 11.44. Soit "K le demi-plan de Poincare (des nombres complexes de partie imaginaire stric- 
tement positive) et soit / : "K — > C une fonction continue, bornee, et dont la restriction a "K est 
holomorphe. On suppose de plus que \f(z)\ < 1 quand z est reel. On veut montrer que la meme 
inegalite est vraie pour tous les elements de Oi. 

(1) Soit t un reel strictement positif. On considere la fonction g definie par 

yv ' i + tz 

Montrer qu'elle est continue sur "K et holomorphe sur "K. 

(2) Montrer que |<7(z)| < 1 pour z reel et que lim| 2 |^ +00 \g(z)\ = 0. 

(3) Montrer que |<7(z)| < 1 pour tout z dans "K. En deduire que \f(z)\ < 1 pour tout z dans "K. 

(4) L'hypothese que / est bornee est-elle vraiment necessaire? 

Exercice 11.45. On suppose que / est une fonction analytique sur un ouvert U de C et qu'elle est 
injective. Montrer que sa derivee /' ne s'annule en aucun point de U et que la bijection reciproque de 
/ est holomorphe. 

Exercice 11.46 (Les zeros de P' sont dans l'enveloppe convexe de ceux de P) 

Soient c±, . . . , c n les n racines (pas necessairement distinctes) d'un polynome P de degre n dans C. 
Montrer (par exemple par recurrence sur n) que 



P'(z) " 1 



Ci 



|2 ' 



Soit c une racine de P' . On suppose que P(c) / 0. Montrer qu'il existe des nombres reels strictement 
positifs mi, . . . , m n tels que 



n 



\^2 m i ) c = ^mid- 
\i=l J i=l 

Montrer que les racines du polynome P' sont toutes dans l'enveloppe convexe des racines du po- 
lynome P (encore un theoreme de Gauss). 



CHAPITRE III 



INTEGRALES CURVILIGNES, PRIMITIVES 



On s'interesse maintenant au probleme des primitives des fonctions holomorphes. II devrait deja 
etre clair que ce n'est pas un probleme facile : la fonction z h > 1/z est holomorphe sur C — {0} mais 
on a bien compris qu'elle ne possedait pas de primitive sur cet ouvert (voir la discussion page 15 et 
suivantes) . 

Dans le cas ou / est une fonction reelle de variable reelle (disons, continue), pour trouver une 
primitive de /, on fixe un xq et on definit 

F(x)= f f(t)dt. 

On peut essayer une tactique analogue dans le cas complexe : on fixe zq £ U, on choisit un chemin 7 
de zo a z et on calcule 

F(z) = I f{w) dw 

... tout irait bien si cette integrale ne dependait pas du choix du chemin 7 utilise. II n'en est, helas, 
rien. Mais la consideration de ces integrates « curvilignes » est riche de consequences, on va le voir 
dans ce chapitre et le suivant. 

III.l. Integration le long des chemins 

On appellera chemin une application continue 7 : [a, b] — > C definie sur un intervalle ferme de R, de 
classe S 1 par morceaux et a derivee bornee. Cette condition signifie qu'il existe des nombres c±, . . . , cjt 
tels que a = Co < c\ < ■ ■ ■ < < c^+i = b, que 7 soit de classe S 1 sur ]cj, Cj + i[ et qu'il existe un reel 
M tel que |7'(i)| soit majore par M. En particulier, l'integrale 

fW(t)\ dt 

J a 

existe. On l'appelle la longueur du chemin 7. 

Si le chemin « se referme » (c'est-a-dire si 7(a) = 7(6)) on dit que c'est un lacet. 

On notera que je designe ici par « chemins » ou « lacets » des applications, c'est-a-dire des chemins 
et lacets parametres. 

Exemples III. 1.1 

(1) Le cercle de centre zq et de rayon r, parametre par 

C(z ,r) : [0,2vr] >C 

1 1 > z + re %t 
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est un lacet. Dans la suite, on utilisera la notation C(zo,r) pour designer ce parametrage du 
cercle. 

(2) Si a et j3 sont deux points fixes dans C, le chemin 

[0, 1] ► C 

t i > a + t(/3 — a) 

est un parametrage du segment [a, /?]. 

Si / : U — > C est une fonction continue et si 7 : [a, b] — > U est un chemin, on peut integrer / sur 7. 
Par definition, 

f(z)dz = ["fWMWdt. 



J'insiste, je n'ai pas defini d'« integrale complexe » dans aucun sens, mais simplement remarque que 
la fonction 

t > — > f(i(t)W(t) 

etant continue par morceaux sur [a, b], y etait integrable comme fonction de variable reelle et j'ai defini 
l'integrale de f{z)dz le long du chemin comme l'integrale de cette fonction de variable reelle. 

Exemples III. 1.2 

(1) Integrons par exemple la fonction z i->- f(z)/(z — zo) n+1 sur le cercle C(zq, r). On suppose que / 
est, non seulement continue mais aussi holomorphe. Comme il est parametre par C(zQ,r)(t) = 
zq + re lt , on a C(zo,r)'(t) = ire lt et 

/(-•> dz _ f 2 ' Ik&gLrS * = i f' M±gl it. 



Ic(z ,r) {z - z ) n+1 Jo r™+ 1 e 4 '( rt + 1 )*' 

Ce nombre est, d'apres le theoreme de Cauchy (theoreme II. 2.1), justement 2iira n , ou a n est le 
n-ieme coefficient de la serie de Taylor de / en zq. 

En particulier, la « formule de Cauchy » (corollaire II. 2. 3) est simplement 

m = ±l 

2ivr Jc{z ,r) w - z 

L'essentiel de ce chapitre vise a generaliser le fait, affirme par le theoreme de Cauchy, que ces 
integrales ne dependent pas du rayon r du cercle sur lequel elles sont calculees. 
(2) Considerons maintenant la fonction z 1— >■ 1/z. Elle est holomorphe, done continue sur C — {0}. 
Integrons-la sur le cercle unite : 

dz r 27T 1 



(7(0,1) z 



ie u dt 

i dt 
= 2m. 

Etablissons maintenant une liste de proprietes de ces integrales. Pour m'excuser d'avoir appele 
« chemin » un chemin parametre plutot qu'un chemin geometrique, je commence par signaler que 
l'integrale, elle, ne depend que du « chemin geometrique » oriente. 

Proposition III. 1.3. Soit ip : [a 1 , b'] — > [a,b] une bijection croissante de classe S 1 . Alors 

f{z) dz= [ f(z) dz. 



III.l. INTEGRATION LE LONG DES CHEMINS 
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a' J a 



Une bijection croissante et S 1 n'est autre qu'un changement de parametrage du chemin geometrique 
7, la croissance impose que les deux chemins parametres soient parcourus dans le meme sens. II s'agit 
done bien d'un chemin non parametre mais oriente. 

Demonstration. Le chemin 5 = 70^ est un chemin [a' , b'] — > U et 

f(5(t))5'(t)dt = [* fMvmi'MtWWdt 

b 

f{l{u))i{u)du 

a 

en faisant le changement de variable u = <p(t). □ 

On decrit maintenant ce qui se passe pour le meme chemin geometrique, mais parcouru dans l'autre 
sens. Si 7 : [a, b] — > U est un chemin, soit 7* le chemin defini par j*(t) = 7(0 + b — t). 

Proposition III. 1.4 

[ f{z) dz = - [ f{z) dz. 

Demonstration. Comme pour la proposition precedente, il suffit de faire le changement de variable 
indique (ici u = a + b — t) dans Pintegrale : 

f(z)dz= / 6 /(7*(t))(7*)'(t)* 

b 

f(j(a + b- t))7 ; (a + b - t) dt 



■y J a 



a 

b 



f(j(u))j'(u)du. □ 



a 



On peut aussi « composer » les chemins, comme sur la figure 1, e'est-a-dire suivre 71 puis 72 (si 
l'extremite de 71 coincide avec l'origine de 72). 




Figure 1. 



On a clairement 
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Proposition III.l. 5. Soient 7 : [a, b] — > U un chemin, c £]a, b[ et soient 71 = 7|[ a)C ], 72 = 7l [<;,&]• Alors 

[ f(z)dz= ( f{z)dz+ [ f(z)dz. □ 

J 1 J 11 J 12 



'1 J 11 J 12 

Remarquons maintenant que 



/ f(z)dz < A/o7(t)|| 7 '(0| dt 

Jl Ja 

sup |/o 7 (t)| f\i{t)\ dt, 

£[a,b] J a 



< 



la derniere integrale n'etant autre que la longueur du chemin (geometrique) 7, que nous notons £(7). 
Cette inegalite porte un nom, alors enongons-la dignement. 

Proposition III.l. 6 (Estimation standard). Pour tout chemin 7 et toute fonction continue sur Vimage 
de 7, on a 

[ f(z) dz 
Ji 



< sup |/o 7 (i)|L( 7 ). 

te[a,b] 



On en deduit : 



Proposition III. 1.7. Si (/ n )neN est une suite de fonctions continues U — > C convergeant uniformement 
vers une fonction f sur les compacts de U , alors 



lim / f n (z) dz= f(z) dz. 



Demonstration. On applique l'inegalite precedente a la fonction / — f n . On en deduit le resultat (dont 
on remarquera qu'il s'applique aux series). □ 

Les fonctions / integrees jusqu'ici etaient seulement supposees continues. Revenons maintenant a 
nos fonctions favorites et supposons que / est holomorphe. 

Proposition III.1.8. Si F : U — > C est une fonction holomorphe et si f = F' , alors 

I f{z) dz = F{ 1 {b))-F{ 1 {a)). 
J i 

Demonstration. La fonction F o 7 est une primitive de la fonction a integrer (/ o 7) ■ 7'. □ 

Un corollaire immediat de cette proposition quasi-evidente est tres important : 

Corollaire III. 1.9. Si 7 est un lacet dans U et si f admet une primitive holomorphe sur U, alors 
I'integrale de f sur 7 est nulle. □ 

Exemples III. 1.10 

(1) Soit 7 le cercle unite. Alors on a 

/ z m dz = pour m > 0. 

En effet F{z) = z m+1 /(m + 1) est une fonction holomorphe sur C dont z rn est la derivee et 7 
est un lacet. 



III.2. HOMOTOPIE DES CHEMINS ET INTEGRALES DE FONCTIONS HOLOMORPHES 
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(2) Sur le meme lacet, on a 

dz 



±2in 

z 



comme on l'a vu en III. 1.2. II n'existe done aucun ouvert contenant le cercle unite et sur lequel 
la fonction 1/z possede des primitives. Ceci est coherent avec ce que nous savons des logarithmes 
complexes. Voir les pages 15 et suivantes. 



III. 2. Homotopie des chemins et integrates de fonctions holomorphes 

On va montrer maintenant que l'integrale d'une fonction holomorphe sur un chemin trace dans 
U ne change pas quand on « deforme » ce chemin dans U. Ce sera plus precis dans l'enonce III. 2. 3 
ci-dessous. 

Avant de pouvoir l'enoncer, il faut definir ce que veut dire « deformer ». Un chemin est parametre 
par un segment, deux chemins le sont par deux segments, dans la deformation on considere que ces 
deux segments sont deux cotes paralleles d'un carre et que la « deformation » est une application 
definie sur tout le carre (figure 2). 



r 



dT 



1 > 1 

Figure 2. 

Soit r : [0, l] 2 — > C une application de classe C 1 (un « carre »). On va integrer les fonctions sur le 
« bord » de ce carre, e'est-a-dire sur un chemin parametre^ 1 ' image par T d'un parametrage f3 du bord 
de [0,1] 2 . 

On en deduit par composition un lacet C 1 par morceaux T o /3, qu'on appelle bord de T et qu'on 
note dT (voir la figure 2). 

Si maintenant / est une fonction definie au voisinage du bord de 7, e'est-a-dire de T ([0, l] 2 -]0, 1[ 2 ), 

I f{z) dz= [ f{z) dz+ I f{z) dz - I f{z) dz - I f(z) dz 
Jar -'r(-,o) ^r(i,-) ^(-,1) -'r(o,-) 

ou T(-,0) designe le chemin t 1— > r(t,0), etc. En effet, dT est obtenu en « composant » les chemins 
apparaissant dans ces integrales, les signes sont dus au changement de sens. Cette decomposition est 
une application directe des proprietes III. 1.3, III. 1.4 et III. 1.5. 

Theoreme III. 2.1 . Pour toute fonction holomorphe sur I'ouvert U et toute application 

T : [0,1] 2 ► U 

^'On peut par exemple parametrer le bord du carre standard par une application 

0: [0,4] > R 2 

ou /3 est affine sur chacun des intervalles [k, k + 1] (k = 0, . . . , 3) et telle que /?(0) = /3(4) = 0. 
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de classe 6 2 , on a 

I f(z)dz = 0. 
Jar 

Remarques III. 2.2 

(1) L'hypothese sur / est locale, c'est-a-dire qu'elle se verifie en chaque point : on demande qu'elle 
soit holomorphe. Par contre, la conclusion est globale, il s'agit de l'integrale sur un lacet. 

(2) II est indispensable que tout le carre soit envoye par T dans l'ouvert U. Par exemple, sur le bord 
du carre 

-l<Re(»<l, -l<Irm»<l 

l'integrale de la fonction 1/z n'est pas nulle (exercice). Le carre n'est pas contenu dans C — {0}, 
ouvert ou 1/z est holomorphe. 

(3) Pour pouvoir dire que T est de classe C 2 , il faut qu'elle soit definie sur un ouvert. On suppose 
done ici qu'elle est definie sur un petit voisinage du carre dans R 2 . Cette hypothese (classe C 2 ) 
n'est pas indispensable pour obtenir le resultat, mais elle simplifie la demonstration (elle est 
indispensable dans la demonstration donnee ici) et elle suffit pour toutes les applications. 

Demonstration du theoreme III. 2.1. Si s G [0,1], on considere le segment t i— > (s,t) dans [0,1] 2 et le 
chemin 

7s : [0, 1] ► U 

t i > T(s,t) 

ainsi que 

5 S : [0, s] > U 

u i ► T(n,0) 

et 

$> s . [o, s ] > u 

u i > T(u, 1) 

(voir la figure 3). 




Figure 3. 

Pour demontrer le theoreme (l'integrale sur le bord de T est nulle), on va demontrer que, pour tout 
s dans [0, 1], l'integrale sur le bord du petit rectangle defini par s (figure 3) est nulle, c'est-a-dire qu'on 
a 

Vs€[0,l], / f(z)dz- f f(z)dz= [ f(z)dz- [ f(z)dz. 

GOO ' ' D&) ' 
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Le theoreme est cette formule pour s = 1. 

Calculons maintenant les expressions G(s) et D(s) constituant les deux membres de l'egalite esperee : 

G(s) = [ f(z) dz - [ f(z) dz 

= £ f (r( s , t)) | (v(s, t))dt- £ f (r(o, t)) | (r(o, t)) dt 

et 

D(s) = jT / (T(u, 1)) ^ (T(u, 1)) du - J* f (T(u, 0)) |- (r(«, 0)) du. 

La fonction / est holomorphe et en particulier de classe S 1 , l'appli cation V est de classe C 2 , de sorte 
que l'application 

(M)' yf(T(s,t))^(s,t) 

est de classe C 1 sur [0, l] 2 . Done G est une fonction de classe S 1 de la variable s G [0, 1]. De plus, pour 
tout s dans cet intervalle, 



Pour D, e'est encore plus simple : e'est l'integrale d'une fonction continue sur [0, s]. Done D est de 
classe C 1 et, pour tout s dans [0, 1], on a 

D'(s) = f (T(s, 1)) ^(s, 1) - / (T(s, 0)) ^(s, 0). 

On va done evaluer G'(s) et montrer que e'est egal a D'(s). La fonction de t a integrer est 
d 



ds 



[! (r(», 0) ^(o, t)| = /' (r(., ()) t) w (», t) + / (r(M)) ^(», t) 



|{/(r(M))f(M); 



On a done 



G ' (S) = Jo Wt { f (r(S) ' )} S (s ' t} } dt = jD ' (s) - 
Les fonctions G et D ont la meme derivee, elles different done d'une constante. Mais 

G(0) = L»(0) = 

done G(s) = D(s) pour tout s. □ 

Corollaire III.2.3 . Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C et soit 

r : [0,1] 2 > c 

une application de classe C 2 . On suppose que les chemins 

7 a = r(s,-) : [0,1] >U 

verifient I'une des conditions suivantes 

(1) Pour tout s, 7 S est un lacet. 

(2) Les extremites 7 S (0) et 7 S (1) ne dependent pas de s. 
Alors 

f f(z)dz= f f(z)dz. 
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Demonstration. Dans le premier cas, on deforme un lacet sur un autre (figure 4), on a T(s, 0) = T(s, 1) 
pour tout s dans [0, 1]. Dans le deuxieme cas, on deforme un chemin de a a (3 en un autre chemin de 
a a (3 (figure 4) et les deux chemins 1 1— > T(t, 0) et t *— > T(t, 1) sont constants. Dans les deux cas, 

/ f(z)dz = [ f(z)dz 

done le theoreme donne 

= / f(z) dz= f f(z) dz- f f(z) dz 
Jar Jr(i,-) ^r(o,-) 

= f f{z)dz- f f(z)dz. □ 
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FIGURE 4. Homotopies 

Sous l'une ou l'autre des hypotheses du corollaire, on appelle homotopie de 70 a 71 une application T. 

Ce resultat s'appelle aussi « formule de Cauchy », parce qu'il contient la formule de Cauchy telle 
qu'exprimee par le corollaire II. 2. 3. 

Demonstration « par homotopie » de la formule de Cauchy. Soit done / une fonction holomorphe sur 
un ouvert U C C. Soit a £ U et soit r > tel que D(a, r) C U. Soit z £ D(a, r). Choisissons e > tel 
que D{z,e) C D(a,r). On ecrit une homotopie entre les deux cercles 

T(s, t) = {l- s){a + re u ) + s{z + ee u ). 

Rien de bien sorcier dans cette formule lineaire^ 2 \ T(s, •) est le cercle de centre (1 — s)a + sz et de 
rayon (1 — s)r + se, on a ainsi recouvert toute la partie du disque de centre a et de rayon r qui est 
en dehors du disque de centre z et de rayon e. En particulier, T est a valeurs dans U — {z}. Done, en 
appliquant le resultat d'homotopie ci-dessus, on trouve 

/ dw= / -^— L dw= — / f(z + ee lt ) dt 

2lTT JC(a,r) W — Z 2l7T JC(z,e) W — Z 2lT Jo 



qui decrit une partie du faisceau de cercles, une droite dans l'espace des cercles, celle engendree par nos deux cercles 
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qui tend vers f(z) quand e tend vers 0. On a done 



/(*) 



1 f IM 



dw 



2i7T Jc(a,r) W - Z 



ce qui est bien la formule de Cauchy. 



□ 



III. 3. Problemes de primitives 

Revenons maintenant au probleme des primitives. En consequence du corollaire III. 2. 3, commengons 
par mettre en evidence une classe d'ouverts de C sur lesquels toutes les fonctions holomorphes ont 
des primitives. 

On dit qu'un ouvert PcC est simplement connexe si 

— il est connexe par arcs et non vide, 

— tout lacet base en un point zq est homotope au lacet constant egal a zq. 

En gros, un ouvert connexe est simplement connexe s'il n'a pas de « trou ». On remarquera que e'est 
une « propriete topologique » au sens ou, si U est simplement connexe et V homeomorphe a U, alors 
V est simplement connexe lui aussi. 

Proposition III. 3.1 . Sur un ouvert simplement connexe U, toute fonction holomorphe admet une pri- 
mitive holomorphe. 

Demonstration. Fixons un point zq G U. Soit z S U. Soit 7 un chemin dans U joignant zq a z. 
Montrons d'abord que 



est bien definie (e'est-a-dire ne depend que de l'extremite z de 7 et pas du choix specifique de ce 
chemin). Soit 7' un autre chemin de zq au meme point z. Alors le chemin compose 7 • 7'* est un lacet 
base en zq. II est done homotope au lacet constant et le corollaire III. 2. 3 nous donne done que 



ce qui est l'independance esperee. 

Ainsi la formule F{z) = J f{w) dw definit bien une fonction sur U. Si h est un nombre complexe 
de tres petit module, le segment (parametre) 5 joignant z a z + h est contenu dans un petit disque de 
centre z contenu dans U. On peut calculer F(z + h) en integrant / le long d'un chemin de zq a z suivi 
de 5. D'apres la propriete III. 1.5, 




7 





ou encore 
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(on aura remarque que J s dw = Jq hdt = h). On majore le module de cette expression comme au § III. 1 
pour trouver 

fW - /(*) 



F(z + h)-F(zl_ f{z , 



h 



h 



dw 



< sup + 

o<t<i \n\ 

= sup \f(z + th)-f(z)\ 

0<t<l 

puisque Jq 1 \5' (t) \ dt = \h\. Ce dernier terme tend vers quand h tend vers 0. Done F est holomorphe 
et sa derivee est /. □ 

Une classe importante d'ouverts simplement connexes est celle des ouverts etoiles. Rappelons qu'un 
ouvert U est etoile par rapport a un point z$ si, quand il contient un point z, il contient tous le segment 
joignant ce point a zq. Par exemple, les ouverts convexes sont etoiles par rapport a tous leurs points. 
II y a bien d'autres exemples (les etoiles notamment) parmi lesquels il faut noter les Ug, etoiles par 
rapport aux points de la demi-droite d'argument 8 + n. 

Proposition III. 3. 2. Tout ouvert etoile est simplement connexe. 

Demonstration. Si l'ouvert est etoile par rapport au point zq, pour tout lacet 7, l'application 

(s,t) 1 > sz + (1 - s)7(i) 

est une homotopie de 7 au lacet constant en zo. □ 

Corollaire III. 3. 3. Si U est un ouvert de C etoile par rapport a un de ses points, toute fonction holo- 
morphe sur U y admet une primitive holomorphe. 

Remarque III. 3.4. On peut demontrer directement l'existence d'une primitive sur un ouvert etoile 
(exercice III. 14). 

Tous les ouverts connexes ne sont pas simplement connexes. 

Proposition III. 3. 5. L'ouvert C — {0} n'est pas simplement connexe. 

Demonstration. Voici une preuve par les fonctions holomorphes de cette propriete topologique : si 
l'ouvert en question etait simplement connexe, la fonction 1/z qui y est notoirement holomorphe, 
aurait une primitive, ce que nous savons impossible ! □ 

La proposition suivante permet de construire des exemples d'ouverts simplement connexes (voir 
aussi l'exercice III. 18). 

Proposition III. 3. 6. Soient U et V deux ouverts simplement connexes de C. Si U Pi V est non vide et 
connexe, alors U U V est un ouvert simplement connexe. 

Remarque III. 3.7 . L'hypothese de connexite de l'intersection est indispensable. On s'en convaincra en 
considerant les ouverts etoiles (et done simplement connexes) 

C/ = C-{xGR|x<0}, T/ = C-{x£R|x>0} 

dont la reunion est C — {0}. 
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Idee de la demonstration. On choisit un point base zq dans l'intersection U Pi V (qui n'est pas vide). 
On decompose un lacet en chemins contenus soit dans U soit dans V et on utilise la connexite de UnV 
pour joindre les extremites de ces petits chemins a zo, ce qui permet (avec beaucoup d'allers-retours) 
d'ecrire le lacet comme compose de lacets qui sont tous soit dans U, soit dans V et de conclure grace 
a la simple connexite de ces derniers. □ 

Remarque III.3.8. J'ai ete un peu rapide ici, c'est un resultat de topologie que nous aurons peu l'oc- 
casion d'utiliser. Pour une demonstration precise et des informations sur la simple connexite et les 
groupes d'homotopie, voir par exemple [Aud04]. Le fait que, si U et V verifient les hypotheses de la 
proposition, alors toute fonction holomorphe sur U U V y admet une primitive fait l'objet de l'exer- 
cice III. 15. 

Dans les enonces precedents, il etait question d'ouverts sur lesquels toutes les fonctions holomorphes 
ont des primitives. Avec le meme type de demonstration, on peut aussi donner une condition pour 
qu'une fonction soit holomorphe. 

Theoreme HI. 3.9 (Morera). Soit U un ouvert de C et soit f : U — > C une fonction. Alors pour que f 
soit holomorphe, il faut et il suffit qu 'elle soit continue et que, pour tout triplet de points A, B et C 
tels que le triangle ABC soit contenu dans U, on ait 

f f(z)dz+ [ f(z)dz+ f f(z)dz = 0. 
J[A,B] J[B,C\ J[C,A] 

Demonstration. Si / est holomorphe sur U, on applique le corollaire III. 2. 3 et le carre reliant la ligne 
brisee ABC et le segment AC (voir la figure 6) 

T(s, t) = a + s(b - a) + st(c - b). 

Reciproquement, supposons l'egalite de l'enonce verifiee et montrons que / est holomorphe en un 
point zq de U. Choisissons un disque D de centre zq et de rayon r contenu dans U. Definissons une 
fonction F sur D par 

F{z) = I f{w)dw. 

J[z ,z] 

Pour tout point z de U, en appliquant l'hypothese au triangle de sommets zq, z et z + h, on voit que 

F{z + h)- F{z) = [ f{w)dw. 

J[z,z+h] 

Les memes arguments que dans la demonstration de III. 3.1 montrent alors que F est holomorphe et 
que sa derivee est /... qui ne peut done pas s'empecher d'etre holomorphe. □ 

Le theoreme de Morera est un resultat puissant qui a de nomb reuses applications, on en trouvera 
une classique dans l'exercice III. 19. En voici une premiere, assez spectaculaire. 

Corollaire III. 3.10. Soit U un ouvert de C. Si une suite (/ n )neN de fonctions holomorphes converge 
uniformement sur tous les compacts de U , la limite est holomorphe sur U . 

Demonstration. Comme la convergence est uniforme sur les compacts, la limite / est une fonction 
continue sur U. Pour montrer qu'elle est holomorphe, il suffit done de montrer que son integrale sur 
les bords des triangles est nulle. Maintenant chaque bord de triangle est un compact et done la suite 
(/«) y converge uniformement vers /. L'integrale de / est done la limite des integrates des f n , qui sont 
nulles puisque ce sont des fonctions holomorphes. □ 
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Une autre application du theoreme de Morera est le fait, annonce dans la remarque II. 1.2, que 
la condition de continuity de la derivee, que nous avons imposee dans la definition d'une fonction 
holomorphe, etait, a posteriori, inutile. 

Theoreme III. 3. 11. Soit f une fonction definie sur un ouvert U de C. Si f est derivable (au sens 
complexe) en tout point de U, alors elle est holomorphe sur U. 

Demonstration. II sufHt, puisque nous appliquons le theoreme de Morera, de montrer que l'integrale 
de / est nulle sur tout triangle ABC = 8Aq contenu dans U. Appelons A x le milieu de BC, B\ celui 
de CA et C x celui de AB (figure 5). On decompose le lacet ABC en somme des lacets constitues par 
les quatre petits triangles 

[ABC] = [AB] + [BC] + [CA] = [Ad] + [C X B] + [BA X ] + [A X C] + [CB X ] + [B X A] 

= ([Ad] + [dB t ] + [B X A]) + {[C X B] + [BA X ] + [A X C X ])+ 
+ ([A X C] + [CB X ] + [B X A X ]) - ([C X B X ] + [B X A X ] + [A X C X ]) 
= [AC X B X ] + [C X BA X ] + [A X CB X ] + [A X B X C X ]. 

L'integrale de / sur le bord du grand triangle Aq est done la somme des integrates de / sur les quatre 



A 



D 




Figure 5. 

petits triangles, en particulier, il existe un de ces quatre triangles, que nous notons Ai et tel que 



/ f(z)dz 


< 4 


/ f(z)dz 


JdAo 




J a A! 



En iterant cette construction (figure 5), on trouve une suite emboitee de triangles 

ABC = A D Ai D • • • D A n D • • • 

dont le diametre 5 n est 2~ n 5o (le diametre d'un triangle est la longueur du plus grand de ses cotes) et 
pour lesquels on a 



/ f(z)dz 


< 4 n 


/ f(z)dz 


JdAo 




JdA n 



L'intersection des fermes emboites A n de diametre tendant vers est, en vertu de la completude de C, 
un point zq du triangle ABC. Notre fonction / est derivable sur U (il faut bien utiliser l'hypothese !), 
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elle Test en particulier en zq, et Ton a, pour tout z G U, 

f{z) = f(z ) + f'{z )(z - Zq) + \z- zq\ e(z) avec lim e(z) = 0. 

La fonction z i— > /(zq) + f'{zo){z — zq) est holomorphe, done son integrale sur dA n est nulle. On a 
done 




z — Zq\ e(z) dz. 



En utilisant l'estimation standard (la proposition III. 1.6) et le fait que la longueur du bord de A n , 
perimetre de A n est la somme des longueurs de ses trois cotes, done majoree par trois fois son diametre, 
on trouve 

< 35 n sup (\z - z \ \e(z)\) 
zeA n 

< 3Sl sup (\e(z)\) 
<3x2~ 2 % 2 sup(|e(«)|). 

Z6A n 

Pour l'integrale de / sur le triangle originel Aq, on obtient done 



/ f(z)dz 


< 4 n 


/ f{z)dz 


JdA 




JdA n 



<35l sup(| E (z)|) 

zeA n 



qui tend vers quand n tend vers +oo. Notre integrale est done bien nulle, comme nous le souhaitions. 

□ 

Remarque III. 3. 12. Le bon langage a utiliser serait plutot celui des formes. Ce que l'on integre sur un 
chemin, e'est une forme differentielle (de degre 1). On peut dire que / est holomorphe si et seulement 
si la forme f{z)dz est fermee (voir l'exercice 11.11). Les formes fermees sur les ouverts simplement 
connexes sont exactes, fdz = dF... voila le rapport avec les primitives. Voir [Car61, §11.1]. 

III. 4. Indice d'un point par rapport a un lacet 

La fonction 1/z n'a pas de primitive sur C — {0} et son integrale sur un cercle centre en mesure la 
difference entre deux determinations du logarithme (ou de 1' argument), soit 1m. Si on fait n fois le tour 
de l'origine, en integrant sur le cercle parametre par e mt (t £ [0,2tt]) ; l'integrale est 2niir. Autrement 
dit, rien qu'en calculant l'integrale, on sait combien de fois on a fait le tour de l'origine. Dans ce 
paragraphe, on va generaliser et prolonger cette remarque. Considerons un lacet 7 : [0, 1] —¥ C. On va 
montrer que 

Proposition III. 4.1 . Pour tout nombre complexe z qui n'est pas dans Vimage de 7, le nombre 

1 r dw 

2m JjW — z 

est un entier. 

Definition III. 4. 2. Le nombre entier defini dans la proposition III. 4.1 est appele l'indice de z par rapport 
a 7. On le note Ind 7 (z). 

On utilisera cet entier et cette notion dans les chapitres suivants. 



9A„. 



\z — zq \ e(z) dz 
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Demonstration. Considerons la fonction (p definie par 

rt y (a) 



tp(t) = exp 



lis) ~ z 



ds . 



On a 

m at) 



<p(t) 7 (t) - z 

sur [0, 1] — S, on S est F ensemble (fini) des valeurs ou la derivee de 7 n'est pas continue. On voit ainsi 
que la fonction ip/(j — z) est continue, S 1 par morceaux et a une derivee nulle sur [0, 1] — S. Elle est 
done constante. Cette constante vaut y>(0)/(7(0) — z) = 1/(7(0) — z). Par suite on a 

Puisque 7 est un chemin ferine, on a 7(1) = 7(0) et done (p(l) = 1. Ainsi le nombre 

Jo l(t)-z 

est un multiple entier de 2i7r, ce que nous voulions demontrer. □ 

L'indice de z est bien defini pour tout z dans le complementaire £1 de l'image 7([0, 1]). Cet entier 
ne peut changer que si z traverse l'image de 7. En termes plus precis : 

Proposition 111.43 '. L'indice Ind 7 (z) est constant sur chaque composante connexe de Q. L'ouvert U 
possede une unique composante connexe non bornee, sur laquelle l'indice est nul. 

Demonstration. La fonction 

1 f dw 

z 1 ^ 



2iir J j w — z 

est une fonction continue de z sur l'ouvert f2 : la fonction z i-> 7'(i)/(7(*) — z ) es * continue (en fait 
holomorphe) pour tout t dans [0, 1], Pintegrale definit done une fonction continue de z (on peut meme 
montrer qu'elle est holomorphe). Elle prend ses valeurs dans l'espace discret Z, done elle est constante 
sur chaque composante de fi. 

II est facile de se convaincre que n'a qu'une composante non bornee. En effet, l'image de l'intervalle 
compact [0, 1] par la fonction continue 7 est un compact de C, elle est done bornee et contenue dans 
un disque. Le complementaire de ce disque est a la fois connexe par arcs et contenu dans la reunion 
des composantes non bornees de 11 II n'y a done qu'une telle composante. 

Soit z un point de cette composante. Son indice par rapport a 7 est le meme que celui de n'importe 
quel autre point de cette composante. Si (z„) ne N est une suite de points dont le module tend vers 
l'infini, on a done 

Ind 7 (z) = lim Ind 7 (z ra ). 
Et, bien entendu, cette limite est nulle. □ 

Exercices 

Exercice III.l . Calculer les integrales 

Ji = / xdz et J2 = / ydz 

J'y J j 

le long des chemins suivants 



EXERCICES 
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(1) le segment joignant a 2 + i, 

(2) le demi-cercle \z\ = R, y > (en commengant en 1). 

Exercice 111.2. Soit C le cercle centre en zq et de rayon r > 0. pour tout entier n G Z, calculer 

c 

Exercice III. 3. On considere un demi-cercle C de diametre le segment [—3,3] cRcC parcouru dans 
le sens « trigonometrique ». Calculer 

e z dz. 



c 

Comparer cette valeur a celle de 

e x dx. 

3 

Exercice 111.4. On considere le rectangle 

R = {z G C | -r < Re(z) < r et - s < Im(z) < s} 

(r et s sont des reels positifs). Calculer les integrales 

dz f dz 
— et 



dR Z JdR Z 2 ' 

Exercice III. 5. Dessiner les courbes suivantes, pour t £ [0, 1] 

(1) 7 (t) = l + it; 

(2) 7 (i) = e— * ; 

(3) 7 (t) = ; 

(4) 7 (t) = 1 + it + t 2 

... et calculer l'integrale de chacune des fonctions suivantes sur chacune de ces courbes 

(1) f(z)=z3; 

(2) f(z) = z; 

(3) f(z) = 1/z. 

Exercice III.6. On considere le carre T : [0, l] 2 — > C de sommets 0, 1, 1 + i et i. Calculer 



/ Re{z)dz 
Jar 



et comparer le resultat au theoreme III. 2.1. 

Exercice II 1. 7. Sur l'ellipse 7 (t) = a cos t + i&sin t (pour t G [0,27r]), calculer 

|z| 2 dz. 

Exercice III.8. Soit 5 une fonction continue sur le cercle 7 = C(0, 1) (7(t) = e** pour £ G [0, 2tt], done). 
Montrer que 

g(z) dz = — / g(z)z~ 2 dz. 



Exercice III. 9 (Utilisation des formules de Cauchy). Dans cet exercice, U designe un ouvert de C conte- 
nant le disque unite (ferme), / est une fonction holomorphe sur U, et, pour 8 G [0,2-7r], 7(6*) = e l9 . 
Calculer les integrales 



Z J Z J <y \ Z J Z 



62 



CHAPITRE III. INTEGRALES CURVILIGNES, PRIMITIVES 



En deduire que 

2 r 27T f) 

- f(e i9 )cos 2 -d9 = 2f(0) + f'(0) 

TT Jo 2 

et une formule analogue pour 

9 r 2n ft 

t\ /(^)sin 2 >- 
vr Jo 2 

Exercice III. 10. Montrer que la fonction f(z) = l/(z 2 — z) n'a pas de primitive dans 

U = {z G C | < \z- 1| < 1}. 

Exercicelll.il. Existe-t-il une homotopie de 70 a 71 dans l'ouvert U dans les cas suivants (si oui, en 
ecrire une explicitement, sinon, donner un argument rigoureux) ? 

(1) 7o (t) = e u , 7l (i) = -1 + 2e it (t G [0,2tt]), 17 = C - {0}, 

(2) 7o (i) = e 2it , 7l (i) = -1 + 2e ji (t G [0, 2n]),U = C- {0}, 

(3) 7o(i) = 2e u , 71 (t) = 2 cost + isint (i G [0,2tt]), [7 = C - [0,1], 

(4) 7o (t) = e i4 , 7l (t) = i (t G [0, 2tt]), ?7 = C - {2i}, 

(5) 7o (i) = e u , 7l (t) = i (t G [0,2vr]), [7 = C - {-i/2}. 

Exercice III. 12 . Dessiner rapidement les lacets t 1— > 2(cost + isin(2t)) (t G [0,27r]) et t ^ 2e lt (t G 
[0,27r]). Sont-ils homotopes dans C — {—1,1}? 

Exercice III. 13. Pour chacun des ouverts suivants, dire s'il est ou non etoile par rapport a un de ses 
points : un disque, l'interieur d'un carre, le complementaire dans C d'un point, d'une demi-droite, 
d'un segment, d'une droite, de deux demi-droites de la meme droite, d'un disque? 

Exercice III. 14. Soit U un ouvert etoile par rapport a un point zq. On definit F{z) comme l'integrale 
de / le long du segment joignant zq a z. A l'aide de la figure 6, montrer que l'on peut aussi calculer 




Figure 6. 

F{z + h) en integrant sur la ligne brisee zq, z,z + h. En deduire que F est holomorphe sur U et que 
sa derivee est /. 

Exercice III. 15. Soit U un ouvert simplement connexe de C et soit zq un point de U. Montrer que 
toute fonction holomorphe sur U possede une unique primitive sur U qui s'annule en zq. 

On suppose que U et V sont deux ouverts simplement connexes dont l'intersection UCiV est connexe 
(non vide). Montrer (sans utiliser la proposition III. 3. 6) que, sur U U V, toute fonction holomorphe 
admet une primitive holomorphe. 
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Exercice III. 16. Soit U un ouvert simplement connexe contenant le cercle C = {z G C | \z — zq\ = r}. 
Montrer que U contient tout le disque ferme 

D = {z G C | \z - zq\ < r} . 

Exercice III. 17. Pour chacun des ouverts de C suivants, dire s'il est simplement connexe ou pas : 
C - {1} , {z G C | 2 Re(z) < Im(z) < 3 Re(z) et Re(z) > 0} . 

Exercice III. 18. Soit / une fonction holomorphe sur un ouvert U et soit <p : V — > U une transformation 
holomorphe. On suppose que V est simplement connexe. Verifier que g = (/ o (p) ■ (p' a une primitive G. 
On suppose que ip est une bijection et que son inverse est holomorphe (on dit que ip est une application 
biholomorphe) . TVouver une primitive de /. 

En deduire que s'il existe une application biholomorphe d'un ouvert V de C sur un ouvert U de 
C, alors toute fonction holomorphe sur U possede une primitive si et seulement si toute fonction 
holomorphe sur V y admet une primitive. 

Exercice III. 19 (Principe de reflexion de Schwarz). Soit U un ouvert de C. On suppose que / est holo- 
morphe sur U — U PI R et continue sur U. Montrer que / est holomorphe sur U. 
Soit U un ouvert de C invariant par conjugaison complexe. On appelle 

U + = {z G U | lm(z) > 0} et U' + = {z G U | Im(z) > 0} . 

Soit / : U' + —> C une fonction continue, holomorphe sur l'ouvert U + et prenant des valeurs reelles 
sur U n R. Montrer que 

f f{z) si Im(z) > 

F{*) = 

[ f(z) si Im(z) < 

definit un prolongement holomorphe de fa U. 

Exercice 111.20. Montrer qu'il existe 

— une fonction holomorphe gi, definie sur C— ] — oo,0] et telle que 

gi(l) = letVz€C-]-oo,0], gi(z) 2 = z 

— et une fonction holomorphe g2, definie sur C— ] — oo, —1] et telle que 

g 2 (l) = V2 et Vz G C-] - oo, -1], g 2 (z) 2 = z + l. 

Montrer que la fonction / : C— ] — oo, 0] > C qui a z associe gi(z)g2(z) se prolonge en une fonction 

continue sur C — [—1,0]. 

Montrer qu'il existe une fonction holomorphe h definie sur C — [—1,0] telle que 

h(l) = V2 et Vz G C - [-1,0], h(z) 2 = z{z + 1). 
Exercice 111.21 (Examen, janvier 2006). Sur U = C — [0, 1], on considere la fonction 

Montrer que, pour tout lacet 7 dans U, on a 

/ f(z) dz = 0. 

Exercice III. 22. On suppose que 7([0,1]) est un polygone convexe (parcouru une fois). Montrer que 
Ind 7 (z) = 1 pour tout z dans la composante connexe bornee du complementaire O de l'image de 7. 
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Exercice 111.23. Soient 70 et 71 deux lacets parametres^ 3 ) par [0,1] ne passant pas par et soit 7 le 
lacet produit 

7(*)=7o(t)7l(*)- 

Montrer que 

lnd 7 (0) = lnd 70 (0) + lnd 7l (0). 

Exercice 111.24. Soient 70 et 71 deux tels chemins fermes parametres par [0, 1] et soit z S C tel que 

|7o(t)-7l(*)| < N-7o(*)| 
pour tout t £ [0, 1]. Montrer que les nombres Ind 7o (z) et Ind (z) sont bien dermis et qu'ils sont egaux. 

Exercice 111.25 (Theoreme de d'Alembert-Gauss). Soit P G C[X] un polynome unitaire de degre n > 1. 

(1) Pour R > 0, on appelle 7^ l'image du cercle de centre et de rayon R par P. Montrer que, 
pour R assez grand, le lacet 7^ ne passe pas par 0. 

(2) Verifier que, pour R assez grand, 

\z\ > R =>■ \z n \ > a n -\z n ~ x H V a 

Montrer que lnd 7fl (0) est egal a l'indice par rapport a l'origine de l'image du cercle \z\ = R par 
l'application zh-z". 

(3) Que vaut lnd 7fl (0) ? Montrer que P a une racine. 

Exercice III. 26. Montrer que, si n'est pas dans l'image de 7, 

1 r xdy — ydx 
2-7T 7 7 x 2 + y 2 

est un entier. 

Exercice III. 27. Soit f{z) = a{z — z\) mi ■ ■ ■ (z — z r ) mr , ou a est un nombre complexe non nul, z±, . . . ,z r 
sont des nombres complexes deux a deux distincts, et les mi sont des entiers relatifs non nuls. 
Montrer que s'il existe une determination du logarithme de / sur un ouvert connexe D, alors 

r 

^mjlnd 7 (zj) = 
i=l 

pour tout lacet 7 dans D. 

Soit g{z) = 1 2- Existe- t-il une determination du logarithme de g dans C — A avec 

- A=[-l,0]U[l,+oo[ 

— A =] — 00, 0] U [l,+oo[. 

Exercice 111.28 (Logarithme, le retour). Existe- t-il une determination de la « fonction » log(z + y/1 — z) 
sur un domaine contenant le segment joignant l'origine au point 1 + i ? Quelle est la valeur d'une telle 
determination en 1 + i sachant qu'elle est nulle en ? 

Montrer qu'il existe une determination de la racine cubique de z 2 {2 — z) sur un disque assez petit 
centre en 1. On choisit celle qui vaut 1 en 1. Montrer qu'on peut la prolonger par continuity le long 
du chemin t 1— > e lt [t S [0, 7r/2]). Quelle est la valeur en i? Meme question avec le chemin t 1— > e~ lt 
(t€ [0,3tt/2]). 



^ 3 ^Dans tous ces exercices, les lacets sont supposes suffisamment differentiables pour pouvoir leur appliquer les theoremes 
du cours. 
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Exercice 111.29 (Un calcul d 'integrates). Soit 7 le lacet representee sur la figure 7. Verifier que 



et montrer que 



e" dz = 



7 




e lz dz 



OA 



e lz dz 



AB 



e lz dz 



BO 



Figure 7. 
R . o 



e lx dx, 







-IT/4: 



exp(iR 2 e 2ie )iRe ie dff, 



V2 



R 



v l + *) / e~ r dr. 
l Jo 



Quelles sont les limites de ces deux dernieres integrales lorsque R — > +00 (on rappelle que 
fo~°° e ~ X dx = y/Tr/2) ? En deduire que 



r+00 r+00 
/ cos x 2 dx = / sin x 2 dx 
Jo Jo 
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CHAPITRE IV 



POINTS SINGULIERS, FONCTIONS MEROMORPHES 



IV. 1. Fonctions holomorphes dans une couronne et series de Laurent 

Une couronne est la partie du plan delimitee par deux cercles concentriques. Si R\ et R 2 sont deux 
nombres reels positifs verifiant R\ < R2, on notera 

A(R U R 2 ) = {z G C I R 1 < \z\ < R 2 } 

(le A est pour « anneau »). On autorise R\ a etre nul (la couronne est alors un disque epointe) et/ou 
R2 a etre infini. 




Figure 1. Couronne 



Soit (a n ) ne z une suite de nombres complexes (indexee par Z) telle que, si p (resp. a) est le rayon 
de convergence de la serie entiere J2 n >o a nZ n (resp. J2 n >o a -nW n ), on ait 

p > i? 2 et a > — . 

R\ 

Alors : 

— La serie Xm>o a nZ n converge normalement sur les compacts du disque de rayon R 2 , et y definit 
une fonction holomorphe. 

— La serie J2 n >o a -n,w n converge normalement sur les compacts du disque de rayon 1/R\ et done 
{z = 1/w), la serie J2n<o a n zn converge normalement sur les compacts de 

{z G C I \z\ > Ri} 

et y definit une fonction holomorphe. 
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Done leur somme Xmez a nZ n est une serie normalement convergente sur les compacts de la couronne 
A(R±, R2) et definit une fonction holomorphe sur cet ouvert. Le but de ce paragraphe est de montrer 
la reciproque, a savoir que toute fonction holomorphe sur la couronne est somme d'une serie de ce 
type, dite serie de Laurent. 

Theoreme IV.1.1 (Laurent). Toute fonction holomorphe dans une couronne A{R\,R2) est developpable 
en serie de Laurent dans cette couronne. Les coefficients du developpement de f se calculent par la 
formule 

a n = ^r- I z~ n - 1 f(z)dz 
1m JC{0,r) 

pour r e]R\, R 2 [ arbitraire. 

Exemple IV.1.2. La fonction l/z(l — z) est holomorphe sur C — {0, 1}. D'apres le theoreme, elle doit 
etre developpable en serie de Laurent sur toute couronne contenue dans cet ouvert. Et en effet : 

— pour < \z\ < 1 (couronne centree en de rayons et 1) : 

1 1 1 1 

~n \ = " + 7 = - + $>> 

z(l — z) z z — 1 z 

— pour < \z — 1| < 1 (couronne centree en 1, rayons et 1) : 

1 1 



z(l - z) 



n>0 

— pour 1 < \z\ (couronne centree en 0, rayons 1 et 00 



I I II ^1 

n>2 



z(l - z) z 2 z - 1 z 2 1 - i 5, z n ' 

v / 7. n >9 



En preparation de la demonstration du theoreme, enongons une consequence directe du theoreme 
d'homotopie III. 2. 3. 

Lemme IV.1.3. Soit g une fonction holomorphe sur la couronne A{R\,R2). Alors I'integrale 

g{z)dz 



C(0,r) 



ne depend pas de r &]Ri, i?2[ 



Demonstration. Si R\ < r\ < r<i < R2, on deforme le cercle de rayon r\ sur le cercle de rayon r2 dans 
la couronne a travers les cercles concentriques. Une formule pour cette homotopie est 

T(s,t) = ((1 -s)n + sr 2 )e lt . □ 

On demontre ensuite : 

Proposition IV. 1.4. Soit f une fonction holomorphe sur la couronne A(R\, R2). Soit z £ A{R\,R2) et 
soient r\, r 2 tels que R\ < r\ <\z\ < r 2 < Ri- Alors les integrales 

1 ' 



2in JC(o, ri ) w — z 2i-n JC(0,r 2 ) w - z 

ne dependent pas de r\ et r 2 . De plus, on a 

2?vr Jc(0,r 2 ) w - z 2nr Jc(0,n) w — z 



IV. 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DANS UNE COURONNE ET SERIES DE LAURENT 
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Demonstration. On applique le lemme IV. 1.3 a la fonction holomorphe 

W I > 

w — z 

sur la couronne A(Ri, \z\) pour obtenir que la premiere integrale ne depend pas de r\. On l'applique 
a la meme fonction sur A{\z\ , R 2 ) pour obtenir le resultat analogue sur la deuxieme integrale. 

II reste a demontrer la formule donnant f{z). On considere la fonction g : A(Ri,R 2 ) — > C definie 
par 

/h - m 



si w 7^ z 



w — z 

f'(z) si w = z. 

Elle est evidemment holomorphe sauf peut-etre en w = z. En fait, elle l'est aussi en ce point. II suffit 
de developper la fonction holomorphe / en serie entiere au voisinage de z en 

f( W ) = £ b n (w - Z) n 
n>0 



de sorte que f'(z) = b\ et que 

/h - m = Ebn(w-zr-b = y 

w — z w — z ~i n 

Done sur ce voisinage, 



w — z) 



9{w) = J2 h n+i{w ~ z) n . 
n>0 

Done g est holomorphe sur la couronne A(R±, R2). On peut done lui appliquer le lemme IV. 1.3 pour 
obtenir : 

1 t /M-/M d * / M=M fa 



2m Jc(o,n) w - z 2m Jc(o,r 2 ) w - z 

Calculons le membre de gauche. II vaut 

2^vr [Jc(o,n) w - z Jc(o,n) w - z 

1 t fM dw 



2i7T JC(0,ri) W — Z 

puisque z est a l'exterieur du disque de rayon r\, il est dans la composante non bornee du 
complementaire du cercle et done son indice par rapport a ce cercle est nul (proposition III. 4. 3). 



Le membre de droite, lui, vaut 



1 ^ Kw) d W - f (z) r 



2in [Jc(o,r 2 ) w - Z JC(0.r 2 ) w - z J 

2l7T JC(0,r 2 ) W - Z 

puisque Indc(o,ri) = 1, ce qui finit la demonstration de la proposition. □ 
Demonstration du theoreme IV. 1.1. II n'y a plus grand chose a faire. Si z est tel que 

Ri < n < \z\ <r 2 < R 2 , 

la proposition donne 

2m Jc(o,r 2 ) w - z 2m 7c(o,n) w — z 
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< 1 



On ecrit les developpements normalement convergents 

1 +2? z n 
= 1^ P° Ur H = r2 et 

w — Z n w n+1 
et 

-i +oo ri 

I J — . Ill' 1 111 

< 1 



1 w n 

2^ pour H = r i et 



W — Z • c— l £' 



n=0 

et on les reporte (puisqu'ils sont normalement convergents) dans les integrales ci-dessus : 

+oo 



n=— oo 



pour 



2l7T JC(0,r) W n+l 

comme annonce. □ 

Corollaire IV.1.5. Soit f une fonction holomorphe dans une couronne A{R\, R 2 ). II existe une fonction 
f 2 , holomorphe pour \z\ < R 2 et une fonction f\ holomorphe pour \z\ > R\ et telles qu'on ait 

VzeA(R u R 2 ), f(z) = h(z) + f 2 (z). 

De plus cette decomposition est unique si on impose que f\ tende vers quand \z\ tend vers Vinfini. 

Demonstration. Le theoreme IV. 1.1 affirme l'existence d'un developpement de / en serie de Laurent 

f( Z ) = ^ 
n<=Z 

tel que les deux fonctions 

/i0) = a nz n et f 2 {z) = 

n<0 n>0 

aient les proprietes voulues. 

Si / = gi + g 2 est une autre decomposition verifiant ces proprietes, posons 

/ f2{z) - g 2 (z) pour \z\ < R 2 
\gi( z ) ~ h( z ) pour \z\ > R\. 

(ces deux formules donnent le meme resultat sur la couronne). La fonction h est entiere, elle tend vers 
quand \z\ tend vers l'infini, de sorte qu'elle est bornee. Elle est done constante d'apres le theoreme de 
Liouville (theoreme II.3.1). La constante est nulle puisque h tend vers a l'infini. □ 



Hz) 



IV. 2. Points singuliers, fonctions meromorphes 

On considere maintenant une fonction holomorphe sur un disque epointe (une couronne A(0,R)). 
On remarque d'abord que le theoreme de Laurent (theoreme IV. 1.1) affirme dans ce cas (i?i = 0, 
R 2 = R) que la fonction se developpe en 

a- n z~ n + anZn 

n>0 n>0 

ou les series entieres o,- n w n et a nW n ont des rayons de convergence respectivement infini et au 
moins egal a R. En particulier J2n>o a -nZ~ n converge normalement sur les compacts de C — {0}. 
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On se demande maintenant si on peut prolonger une fonction holomorphe sur le disque epointe en 
une fonction holomorphe sur le disque de rayon R tout entier. 

Proposition IV.2.1. Pour qu'une fonction f holomorphe sur un disque epointe se prolonge en une fonc- 
tion holomorphe sur le disque, il faut et il suffit que \ f\ soit bornee au voisinage du centre. 

On appelle parfois ce resultat, du a Riemann, le « theoreme de la singularity apparente » (en anglais 
removable singularity theorem, puisque, si la singularity n'est qu'apparente, on peut l'oter). 

On remarque ici que / se prolonge en une fonction holomorphe si et seulement si elle se prolonge 
en une fonction continue. 

Demonstration. La condition est evidemment necessaire. Montrons qu'elle est suffisante. On suppose 
pour simplifier que le disque est centre en 0. 

Sur A(0, R), grace aux resultats precedents (theoreme IV. 1.1), la fonction se developpe en serie de 
Laurent 

f{z) = Y, a n z n . 
nez 

Ecrivons l'hypothese : il existe deux reels ro > et M tels que 

\z\ < r => \f(z)\ < M. 
Pour \z\ = r < ro, on a done, d'apres le theoreme IV. 1.1, 



< 



< 



1 

2tt 
1 

2tt" 
1 

2tt' 
M 



C(0,r) 
2?r 



Z - n - L f{z) dz 



M 
M 



ir 



-n — (n— l)it 







/(re** dt 



2- 



-n At 



e lt dt 



car 



f(re u < M Vt G [0,2tt] 



et ceci pour toutes les valeurs de n, positives ou negatives, et pour tout r < ro- 

Pour n < 0, cette majoration impose done qu'on ait a n = (en faisant tendre r vers 0) et que la 
serie de Laurent soit en fait une serie entiere, qui donne le prolongement voulu en 0. □ 

Remarque IV.2. 2. Cette demonstration est completement analogue a celle donnee pour le theoreme de 
Liouville (theoreme II. 3.1)... en remplacant z qui, la-bas, tendait vers l'infini par 1/z qui, ici, tend 
vers 0. 

Si on ne peut pas prolonger /, on dit qu'elle a un point singulier (ou une singularite) au centre zq 
du disque. II y a alors deux possibilites : 

(1) Soit presque tous^ les a n (n < 0) sont nuls. Alors il existe un entier n > tel que z •— >• 
{z — Zo) n f(z) se prolonge en une fonction holomorphe en zq. On dit que / est meromorphe en 
zq et que zo est un pole de /. Si / n'est pas holomorphe en zq mais que z i->- (z — Zo)f(z) Vest, 
on dit que zq est un pole simple de /. Par exemple, est un pole simple de 1/z. On definit de 
meme pole double, pole d'ordre k (k > 1). 

(2) Soit il y a une infinite de coefficients a n non nuls. On dit que zq est une singularite essentielle. 



(i) 



« Presque tous » veut dire « tous sauf un nombre fini », comme toujours. 
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Definition IV ,2.3. On appelle fonction meromorphe sur un ouvert U de C une fonction holomorphe sur 
le complementaire dans U d'une partie discrete F qui est meromorphe en tout point de F. 

Exemple IV.2.4. Les fractions rationnelles sont des fonctions meromorphes (les poles sont les racines 
du denominateur), mais ce ne sont pas les seules. Le quotient de deux fonctions holomorphes sur U 
est une fonction meromorphe sur U. L'ensemble discret F est ici l'ensemble des zeros (isoles ! grace a 
la proposition 1.2.7) du denominateur. 

Remarque IV.2. 5. L'ensemble M(i7) des fonctions meromorphes sur l'ouvert U est une algebre. C'est 
meme un corps quand U est connexe. On peut montrer, mais ce n'est pas facile^ 2 -*, que c'est le corps 
des fractions de 0(U), c'est-a-dire que toute fonction meromorphe est le quotient de deux fonctions 
holomorphes sur U. 

Series de fonctions meromorphes. Si (/ n ) est une suite des fonctions meromorphes sur U et si K 
est une partie de U, on dira que la serie Yl fn converge uniformement (resp. normalement) sur K si 

— l'ensemble des entiers n tels que f n a un pole dans K est fini et 

— les autres f n forment une serie uniformement (resp. normalement) convergente sur K. 

On demontre alors facilement que, si (/ n ) est une serie de fonctions meromorphes qui converge 
normalement sur les compacts de U, la somme est meromorphe sur U et qu'on peut calculer la derivee 
de la somme comme somme des derivees des f n . 

IV. 3. La sphere de Riemann 

Une fonction meromorphe sur un ouvert U n'est pas vraiment une fonction sur U : c'est en realite une 
fonction definie sur le complementaire d'une partie discrete. On a envie ici de prolonger ces fonctions 
de fagon a ce qu'elles soient definies sur U tout entier. La seule valeur qu'on puisse imaginer de donner 
a une expression telle que l/z n est « oo » quel que soit le sens que 5a puisse avoir. 

Dans cette partie, on fait une construction rigoureuse qui permet de realiser ce desir (et meme 
au-dela). L'idee est d'ajouter un point a l'espace localement compact C pour le rendre compact^ 3 ). 
Notons C l'ensemble 

C = Cu{cxd} 

ou 00 est juste le nom que je donne au point ajoute. Pour justifier ce nom, on met une topologie sur 
ce qui n'est, pour le moment, qu'un ensemble. 




Figure 2. Voisinage de 00 

Pour definir cette topologie, il suffit de donner une base de voisinages de chaque point. Considerons 
done un point z de C U {00}. De deux choses l'une : 



( 'Dans le cas ou U = C, c'est une consequence d'un theoreme de Weierstrass, celui demontre ici dans l'exercice VI. 18. 
^ C'est un cas particulier d'une construction plus generate, celle du compactifie d'Alexandrov (en anglais one point 
compactification) d'un espace localement compact. 



IV.3. LA SPHERE DE RIEMANN 
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— soit z £ C, on alors prend pour base de voisinages de z les boules ouvertes centrees en z (c'est 
une base de voisinages de z pour la topologie usuelle de C), 

— soit z = oo, cas ou Ton prend pour base de voisinages de oo dans C les complementaires des 
compacts de C auxquels on ajoute oo, en d'autres termes les (C — K) U {oo}, ou K C C est un 
compact. 

Proposition IV.3. 1 . Cette topologie fait de C un espace topologique compact, homeomorphe a la sphere 
unite de V espace euclidien R 3 . 

Demonstration. Montrons d'abord directement que C est compact. 

D'abord il est separe parce que C est separe et localement compact : si x et y sont deux points 
distincts de C, soit ils sont tous les deux dans C et peuvent etre separes comme d'habitude par des 
disques, sinon, l'un des deux, disons y est oo et l'autre, x est dans C, on separe alors x et y en prenant 

— pour voisinage de x le disque de centre x et rayon r 

— et pour voisinage de oo le complementaire du disque ouvert de centre x et de rayon r + 1 . 

Soit maintenant (Ui) i&1 un recouvrement de C par des ouverts. Comme c'est un recouvrement, au 
moins un des Ui contient oo. Fixons iq tel que U B oo. Le complementaire de U est un compact K 
de C. Pour tout i ^ io, on definit U[ = Ui D C, qui est un ouvert de C (par definition, la topologie 
induite par celle de C sur C est la topologie de C). Les U- recouvrent K qui est compact, on peut 
done en extraire un recouvrement fini U- , . . . , XJ[ . Bien entendu, les Ui k avec < k < n forment un 
recouvrement fini de C extrait du recouvrement donne au depart. 



Montrons maintenant que C est homeomorphe a une sphere. On se place sur la sphere unite de R' 

S = {(u, v, w) e R 3 | u 2 + v 2 + w 2 = l} . 
On definit la projection stereographique i/3:S->CU {°°} P ar 



L'application ip est representee sur la figure 3. Elle associe a un point m de la sphere le point d'inter- 
section M de la droite joignant m au pole nord N avec le plan equatorial de la sphere. Ce n'est bien 
defini que si m n'est pas le pole nord, auquel cas on lui associe le point oo. 

Au vu de la description geometrique de ip, il est clair qu'elle est bijective ; au vu de sa description 
par une formule, il est clair que sa restriction a S — {N} est continue. 




Figure 3. Projection stereographique 
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En plus, ip est continue en N : montrons que l'image inverse d'un voisinage U de oo est un voisinage 
de N. On ecrit 

U = (C-K)U{oo}, <p~\U) = S-ip-\K). 

Mais K est compact, done ferme dans C, la restriction de tp a S — {N} est continue, done est 
ferme dans S, son complementaire est un ouvert de S qui contient N, done un voisinage de N. 

On a done une application bijective ip continue de l'espace compact S dans l'espace compact C. 
Elle est bicontinue. C'est un homeomorphisme. □ 

Remarque IV.3. 2. La projection stereographique (plus precisement son inverse) transforme un cercle 
(respectivement une droite) du plan C en un cercle (respectivement passant par oo) de C, un exercice 
pas tres difficile si on a remarque que ip est la restriction a la sphere d'une inversion. Voir les exercices 
(et, par exemple, [Aud06]). 

Definition IV.3. 3. On appelle C la sphere de Riemann. 

Remarque IV.3.4. Une remarque fondamentale est que la transformation z i— > 1/z echange voisinages 
de dans C et voisinages de oo dans C. 

Fonctions holomorphes, meromorphes. On dit qu'une fonction / definie sur le complementaire 
d'un disque dans C (resp. le complementaire d'un disque moins un ensemble discret) est holomorphe 
en oo (resp. meromorphe en oo) si l'application 

z i ► / 

est holomorphe (resp. meromorphe) en 0. 

Exemples IV.3. 5 

(1) Si P est un polynome de degre n, 

P(z) = z n + --- + a , p(-\ = — + ... + a 

done P est meromorphe en oo (et y a un pole d'ordre n). 

(2) La fonction exponentielle 



-n 



zj ~ \zj " n! 

n>0 

a une singularite essentielle en oo. Elle ne definit pas une fonction meromorphe sur C. 

Dans ce nouveau contexte, le theoreme de Liouville II. 3.1 affirme : 

Theoreme IV.3.6 (Liouville, deuxieme version). Toute fonction holomorphe sur C est constante. 

Demonstration. En effet, dire que / est holomorphe sur C, c'est dire que / est holomorphe sur C 
(done entiere) et que 

est bornee au voisinage de 0, soit que / est bornee sur C. □ 

On peut faire plus precis : 

Proposition IV.3. 7. Pour qu'une fonction entiere se prolonge en une fonction meromorphe sur C, il 
faut et il suffit que ce soit un polynome. 
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Demonstration. Dire qu'une fonction entiere / se prolonge en une fonction meromorphe sur C est 
equivalent a dire qu'il existe un entier n tel que 

z i > z n f ' ' 

soit bornee au voisinage de (proposition IV. 2.1), soit 

\z\ < r 

En posant u = 1/z, ceci se reecrit 



z 



< M. 



\u\>-=> \ f(u)\ < M\u\ n . 
r 

Et ceci est equivalent a dire que / est un polynome (voir au besoin l'exercice 11.36). □ 

II y a bien sur des fonctions meromorphes sur C qui ne sont pas des polynomes, mais alors elles ont 
des poles dans C. C'est le cas de toutes les fractions rationnelles 

Ween- 

Proposition IV.3. 8. Si f est meromorphe sur C, elle a un nombre fini de poles et un nombre fini de 
zeros dans C. 

Demonstration. On ecrit C comme reunion de deux compacts 

K Q = {z | \z\ <R+1} 

et 

K OQ = {z\ \z\ > R}, 

voisinages respectivement de et oo. Comme / est meromorphe sur C, elle a un nombre fini de zeros 

et de poles dans le compact Kq. La fonction g(z) = f (-\ est aussi meromorphe sur C, elle a done 

un nombre fini de zeros et de poles dans le disque \z\ < 1/R, de sorte que / a un nombre fini de zeros 
et de poles dans Koq. □ 

Remarque IV.3. 9. La fonction entiere z i— > sin z a une infinite de zeros dans C... et done une singularity 

essentielle a l'infini (comme on peut bien sur le verifier en developpant sin — sur C — {0}). 

w 

Proposition IV.3. 10. Les fractions rationnelles sont les seules fonctions meromorphes sur C. 

Demonstration. Soit / une fonction meromorphe sur C, soient a%, . . . , a n ses poles dans C et ki,...,k n 
leurs multiplicites (on utilise la proposition IV. 3. 8). La fonction 

(z- ai ) k ^--(z- an ) k -f(z) 

est entiere sur C, meromorphe sur C, c'est done un polynome d'apres la proposition IV.3. 7. □ 

Avec une fonction / meromorphe sur C, on peut fabriquer une application bien definie sur tout C 
et a valeurs dans C : 

f:C >C 

J f(z) G C si z n'est pas un pole 
| oo si z est un pole. 
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L 'application ainsi definie est continue. II suffit pour le demontrer de verifier que l'image inverse 
d'un voisinage de oo est un voisinage des poles. Soit R > 0, de sorte que 

U = {w | \w\ > R} 

est un voisinage de oo... On voit bien sur que 

f- 1 (U) = {zGC\\f(z)\>R} 

est un voisinage des poles de /. □ 

On dit qu'un tel / est un automorphisme de C si / est bijective et si son application reciproque a 
les memes proprietes. 

Theoreme IV.3.11 (Automorphismes de C). Les automorphismes de C sont les homographies 

o-z + b (ab\ _, T , n 

z i > , avec , e GL(2; C). 

cz + d \ cd J 

Les automorphismes torment un groupe, les homographies aussi, ce groupe est le groupe project if 
PGL(2; C), quotient de GL(2; C) par son centre (les homotheties, voir au besoin l'exercice IV. 20). 

Demonstration. Si / est injective, elle a un seul zero et un seul pole. Quitte a la composer par une 
homographie, on peut supposer que /(oo) = oo. Pour tout w & C, il existe done un unique z 6 C tel 
que f(z) = w. Autrement dit, comme nous savons que / est une fraction rationnelle P/Q, pour tout 
weC, l'equation 

P(z) = wQ(z) 

a une unique solution zq £ C. Pour con dure que P et Q sont au plus de degre 1, verifions que cette 
solution n'est pas une racine multiple du polynome R{z) = P(z) — wQ{z). Si e'etait le cas, la derivee 
de R serait nulle en zq elle aussi. Mais, si 

P(z ) - wQ(z ) = et P'(z ) - wQ'(zo) = 0, 

ctlors 

P(z )Q'( z ) - P '(zo)Q(z ) 
Q{zof 

Comme / est inversible, nous savons que f'(zo) ^ 0. 

Done P et Q sont de degre au plus 1 et Ton peut ecrire P(z) = az + 6, Q(z) = cz + d. La condition 
que /(0) / /(oo), e'est-a-dire b/d / a/c (avec les conventions d'usage) donne le desire ad — be ^ 0. □ 

Remarque IV.3.12. Le bon langage, pour parler d'homographies, est celui de la geometrie projective : 
notre sphere unite de R 3 , alias sphere de Riemann C, est aussi la droite projective complexe Pi(C) 
(voir par exemple [Aud06]). 

IV.4. Singularites essentielles 

Une fonction qui a une singularity essentielle en zq n'a aucune limite (finie ou infinie) en zq : si elle 
tendait vers l'infmi, on aurait 

lim — - = 

et 1// serait holomorphe en zq, ce qui fait que l'on pourrait ecrire 

—— = (z- z ) n g(z) avec n > 1 et g(z ) / 



/ V^o) = = U - 
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de sorte que / a un pole en zq. Les fonctions / qui ont un pole en zq sont celles dont l'inverse a un 
zero en zq. En une singularity essentielle, on s'attend done a ce que le comportement d'une fonction 
soit assez complique. II est assez bien decrit par le theoreme suivant. 

Theoreme IV.4.1 (Casorati-Weierstrass). Soit zq un point singulier essentiel d'une fonction f holo- 
morphe sur le disque epointe D{zq, r) — {zq\. Alors, pour tout A (fini ou infini), il existe une suite z n 
de points du disque qui converge vers zq et telle que 

lim f(z n ) = A. 

n— y+oo 

En d'autres termes, l'image du disque epointe est dense dans C (et meme dans C, mais rajouter le 
point a l'mfini est facile ici). Remarquons aussi que ce n'est pas le cas pour une fonction qui a un pole 
en zq : l'image d'un voisinage de zq est alors un voisinage de oo. 

Demonstration. Le theoreme est clair pour A = oo puisque la fonction / n'est bornee sur aucun 
voisinage de zq. On suppose done que A € C et que la conclusion du theoreme est fausse. Alors (quitte 
a diminuer ro), il doit exister un a > tel que 

VzeD(z ,r)-{z }, \f(z)-A\>a. 

Alors la fonction 

9{z) = jd^A^ 

est holomorphe sur le disque epointe et satisfait a l'inegalite 

l9iz)l =\m^A\ <1 a 

La proposition IV. 2.1 montre alors que g se prolonge en une fonction (encore notee g) holomorphe 
en zq, et de plus que 

g(z ) = lim —— -. 

z-»2o j(z) — A 

La fonction / n'est bornee dans aucun voisinage epointe de zq, done cette limite doit etre nulle et 
g{zo) = 0. La fonction holomorphe jaun zero en zq, done la fonction z \— )■ f{z) -Aaun pole en zq, 
done il en est de meme de /, ce qui est contradictoire avec le fait que / avait une singularity essentielle 
en zq. □ 

Exemple IV.4.2. La fonction f(z) = e 1 / 2 a une singularity essentielle en 0, nous l'avons deja dit lorsque 
nous avons remarque que la fonction exponentielle en a une a l'infini. Et en effet, on trouve facilement 
une suite comme celle que nous promet le theoreme. 

— Pour A = oo, la suite z n = 1/n donne f(z n ) = e n — > oo ; 

— pour A = 0, la suite z n = —1/n donne f(z n ) = e~ n — > ; 

— et fmalement, pour A ^ 0,oo, choisissons un B tel que e B = A et defmissons la suite 

1 



n B + 2mvr ' 

qui converge vers et satisfait a f(z n ) — > A (on a meme ici f(z n ) = A, ce qui nous amene a la 
remarque suivante). 

Remarque IV.4.3 (Le theoreme de Picard). Le fait que Ton ait trouve, dans l'exemple ci-dessus, pour 
toutes les valeurs de A (sauf et oo) une suite z n tendant vers zq et telle que f(z n ) = A n'est pas un 
accident mais un fait tres general, si Ton en croit un theoreme de Picard, qu'il n'est pas question de 
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demontrer^ 1 ' mais qu'il serait dommage de ne pas enoncer ici. II affirme que, si z$ est une singularite 
essentielle de /, pour tout nombre A € C, sauf peut-etre un, il existe une suite z n tendant vers zq et 
telle que f{z n ) = A. Autrement dit, / est presque surjective : elle rate au plus un point (comme c'est 
le cas pour la fonction e l / z qui « rate » 0). 

Le theoreme de Casorati-Weierstrass permet de determiner les automorphismes de C. II s'agit, 
comme toujours (exercice 11.43, theoreme IV. 3. 11) des applications analytiques bijectives de C dans 
C (dont l'application reciproque est aussi une fonction entiere, mais c'est automatique) . 

Theoreme IV.4.4 (Automorphismes de C). Les automorphismes de C sont les fonctions de la forme 
f(z) = az + b, pour des constantes a et b (avec a ^ 0). 

Si le groupe des automorphismes de C etait le groupe PGL(2; C) des transformations « projectives », 
le groupe des automorphismes de C est done celui des transformations affines de C. 

Demonstration. Soit done / un automorphisme de C. En remplagant / par / — /(0), on peut supposer 
que /(0) = 0. Nous voulons done demontrer que les automorphismes de C tels que /(0) = sont de 
la forme z \— > az pour un nombre complexe Considerons la fonction 

g(z) = f Pour z^O. 

C'est une fonction holomorphe sur C — {0}. 

Developpons / en serie entiere au voisinage de 0, 

f( z ) = a nZ n , done g(z) = ^ a n z~ n 

n>0 n>0 

est un developpement en serie de Laurent de g sur un disque epointe centre en 0. 

Montrons que g ne peut avoir une singularite essentielle en 0. La fonction / est bijective, analytique, 
et envoie sur 0, elle definit done une bijection d'un voisinage ouvert de sur un autre voisinage ouvert 
de 0. II existe done e > et C > tels que 

si \w\ > -, alors |/(w)| > C. 

En faisant le changement de variable z = 1/uu, on a done 

si \z\ < e, alors \g(z)\ > C. 

Ceci est contradictoire avec la conclusion du theoreme de Casorati-Weierstrass. Done n'est pas une 
singularite essentielle de g. 

Ainsi le developpement de g est fini, done celui de / en serie entiere aussi et done / est un polynome, 
disons de degre n. Comme elle est injective, elle n'atteint qu'une fois, done ce polynome a une seule 
racine (qui, d'ailleurs est 0, puisque /(0) = 0). Ainsi, 

f(z) = az n pour a G C, a ^ 0. 

L'injectivite de / implique encore que n = 1, ce qui est ce que nous voulions demontrer. □ 



' •'On trouvera un enonce consequence du theoreme de Casorati-Weierstrass et confirmant la non-injectivite d'une fonction 
avec une singularite essentielle dans l'exercice IV. 34. 
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Remarque IV.4.5. On a ainsi determine les automorphismes du disque unite ouvert (exercice 11.43), ceux 
de la sphere de Riemann (theoreme IV. 3. 11) et ceux de C, c'est-a-dire, si l'on en croit le theoreme de 
la representation conforme — que nous ne demontrerons pas dans ces notes, mais dont on trouvera 
des versions par exemple dans [Car61, §VI.3] et [Rey90] — ceux de toutes les surfaces de Riemann 
([Car61, §VI.5], [Rey90]) simplement connexes. 



Exercices 



Exercice IV.l. Montrer que les series de Laurent peuvent etre derivees terme a terme. 

Exercice IV.2. On suppose que a et b sont tels que < \a\ < \b\. Trouver le developpement en serie de 
Laurent de la fonction l/(z — a){z — b) dans la couronne ^4(|a| , \b\). 

Exercice IV.3. Trouver le developpement en serie de Laurent de la fonction (z 2 — 2z + 5)/(z — 2)(z 2 + 1) 
dans la couronne A(l, 2). 

Exercice IV.4. Existe-t-il un polynome P non nul tel que P(z)e l l z soit une fonction entiere ? 

Exercice IV.5. Montrer que la serie de Laurent 

1 ; 1 | 1 z z n 

••• + ^ + + "' + z + ¥ + "' + 2^+1 + " ' 
definit une fonction qui n'a pas de singularity essentielle en 0. Pourquoi n'est-ce pas contradictoire 
avec l'etude faite au §IV.2? 

Exercice IV.6. On considere la fonction f{z) = l/(z— l)(z — 2). Trouver son developpement en serie 
de Laurent 

(1) dans le disque \z\ < 1 ; 

(2) dans la couronne 1 < \z\ < 2 ; 

(3) dans la couronne \z\ > 2. 



Exercice IV.7. On considere la fonction 



l-z 2 3-z' 

Combien a-t-elle de developpements en serie de Laurent ? Dans quelles regions sont-ils convergents ? 
Trouver les coefficients de ces developpements. 

Exercice IV.8. Montrer que les formules suivantes definissent des fonctions meromorphes sur C et 
determiner leurs poles (et les ordres de ceux-ci) 

v (-ir v i v 1 



n>0 



n\(n + z)' ~ / .z 2 + n 2 ' (z + n) 2 

y ' n>l n>± y ' 



Exercice IV.9 (Examen, janvier 2007). Determiner les developpements de Laurent des fonctions sui- 
vantes sur les couronnes indiquees : 

(1) l/exp(l/*) sur C - {0}, 

(2) l/(z — a) n (on suppose n > 1 et a ^ 0) sur 

(a) \z — o| > 0, 

(b) \z\ > \a\. 
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Exercice IV.10 (Fonctions de Bessel (bis)). Soient k G Z et z G C. On appelle Jk(z) le coefficient de w k 
dans le developpement en serie de Laurent 

+00 



exp \^-(w + w- l )zj = J k{z)w k . 



Montrer que est une fonction entiere de z et que, pour tout k > 0, son developpement en serie 
entiere est celui donne dans l'exercice 1.42. 

Exercice IV.ll . Construire un espace topologique compact R contenant R comme sous-espace topolo- 
gique en ajoutant un point a R. Montrer que l'espace obtenu est homeomorphe a un cercle. 

Exercice IV.12. Trouver toutes les injections holomorphes de C dans C, puis toutes les injections 
holomorphes de C* dans C*. 

Exercice IV.13. Soit / une fonction analytique dans C* verifiant 

1 



VzeC* \f(z)\<^J\z\ + 
Montrer que / est constante. 

Exercice IV.14. Existe-t-il une fonction holomorphe / sur le disque epointe de centre et de rayon R 
telle que \f(z)\ soit equivalent a exp — - au voisinage de 0? 

Exercice IV.l 5. Dire si les fonctions suivantes sont ou ne sont pas des fonctions meromorphes sur C. 
Quand elles le sont, quels sont leurs zeros et leurs poles? 

z 3 + 1 1 e z zsinz z 6 — 1 

— — exp(z-l), exp-, — -= -. 

z 4 — 1 z z° — 5 z £ + 1 z 6 — 1 

Exercice IV.16 (Examen, janvier 2007). Quelles sont les singularites de la fonction f(z) = dans 

_ e z — 1 

C ? Dans C ? On precisera la nature de chacune de ces singularites. 

Exercice IV.17. On suppose que / est une fonction analytique a l'infini. Montrer que 

lim f(z) = 0. 

Exercice IV.18. Par la projection stereographique, deux points z\ et Z2 de C sont envoyes sur deux 
points diametralement opposes de la sphere. Quelle relation y a-t-il entre z\ et Z2 ? Que devient la 
transformation z 1— > 1/z par projection stereographique ? 

Exercice IV.19. Sur la sphere de Riemann, dessiner le cercle unite, les axes reel et imaginaire pur, les 
cercles de centre et les droites passant par l'origine. Puis, sur une autre figure, representer les images 
de ces courbes par l'application 

1 / r 

Z> y 2{ Z+ z 

(deja etudiee dans l'exercice 11.20). 



Exercice IV.20. Quel est le centre du groupe GL(2;C)? Montrer que les homographies forment un 
groupe et que ce groupe est le groupe PGL(2; C) quotient de GL(2; C) par son centre. 
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Exercice IV.21 . Montrer que les six homographies 

1 1 z — 1 z 
fi(z) = z, h(z) = -, h(z) = l-z, U(z) = —— , h(z) = , / 6 (» = — — - 

Z X Z Z X z 

forment un sous-groupe du groupe des homographies. A quel groupe ce sous-groupe est-il isomorphe 



? 



Exercice IV.22. Montrer qu'une homographie a, en general, deux points fixes. Que peut-on dire d'une 
homographie qui a trois points fixes ? 

Exercice IV.23 . On suppose que / est une homographie qui a deux points fixes distincts z\ et z 2 . 
Montrer qu'il existe un scalaire k tel que, si w = f(z), 

w — Z\ z — Z\ 

ls> 

W - Z 2 Z - Z2 ' 

Montrer que f'(z 1 )f'(z 2 ) = 1. 

Exercice IV.24. Quelles sont les images des courbes suivantes par la fonction z i— > 1/z? 

(1) x 2 + y 2 = ax ; 

(2) x 2 + y 2 = by ; 

(3) y = x + b; 

(4) y = kx. 

Exercice IV.25. Montrer que toute homographie est composee de similitudes et de l'application z i— > — . 

z 

En deduire que toute homographie transforme un cercle ou une droite de C en un cercle ou une droite. 

Exercice IV.26. Trouver les images des parties de C ci-dessous par les homographies indiquees : 

— le quadrant x > 0, y > par (z — i)/(z + i), 

— le demi-disque \z\ < 1, Im(z) > par (2z — i)/(2 + iz), 

— le secteur < 6 < tt/A par z/(z — 1), 

— la bande < x < 1 par {z — l)/z, par (z — l)/(z — 2) 

(on pourra utiliser l'exercice precedent). On demande, dans chacun des cas, de dessiner la partie 
consideree sur la sphere de Riemann, puis son image sur la meme sphere. 

Exercice IV.27. On demande de determiner l'image de la bande xq < x < xq + h (ou h s]0, 7r]) par la 
fonction meromorphe 

sin z 

tan z = . 

cos z 

On propose de le faire en verifiant que w = tan z s'obtient comme composition de 

lr-1 o c > • 

w = , t = t , t = e s , Q = iz. 

I T + 1 

Exercice IV.28. Trouver une homographie qui envoie le point % sur et le demi-plan superieur 

M = {zeC Im(z) > 0} 

(dit demi-plan de Poincare) sur l'interieur du disque unite. Quelles sont les images des demi-droites 
paralleles a l'axe des y ? des demi-cercles centres sur l'axe des x ? De quelles courbes dans !K les 
diametres du disque unite sont-ils les images ? 

Exercice IV.29 (Automorphismes du demi-plan de Poincare). Deduire de l'homographie trouvee dans 
l'exercice precedent (en utilisant le resultat de l'exercice 11.43) les automorphismes de "K. 
Existe-t-il un isomorphisme analytique de "K sur C (voir l'exercice 11.37) ? 
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Exercice IV.30. Montrer que la fonction f(z) = sin- a une singularity essentielle en 0. Soit A £ C. 
Quelles sont les solutions de l'equation f(z) = A ? Montrer qu'il existe une suite z n tendant vers 
telle que f(z n ) = A. 

Exercice IV.31. Montrer que les fonctions definies dans l'exercice IV. 8 ont une singularity essentielle a 
l'infini. 

Exercice IV.32. Soit / une fonction holomorphe sur un disque epointe de centre zq avec une singularity 
essentielle en zq. Soit g une fonction entiere non constante. Montrer que zq est une singularity essentielle 
de g o f (on pourra utiliser l'exercice 11.41). 

Exercice IV.33. Soit / une fonction holomorphe sur un disque epointe de centre zq avec un pole en zq. 
Soit g une fonction entiere. Montrer que, si g n'est pas un polynome, go f a une singularity essentielle 
en zq. 

Exercice IV.34. Soit / une fonction holomorphe sur le disque epointe A(zq,R). On suppose que / a 
une singularity essentielle en zq. En utilisant le theoreme de l'application ouverte, montrer que 

est dense dans C. En deduire que Pensemble des nombres complexes atteints une infinite de fois par 
/ est dense dans C. 

Pensez-vous qu'une fonction avec une singularity essentielle puisse etre injective ? 

Exercice IV.35 (Un theoreme de geometrie). Soit / une bijection de classe C 1 du plan affine euclidien 
(que Ton identifiera a C) dans lui-meme. On suppose que / preserve les angles non-orientes. On se 
propose de demontrer (encore un theoreme de Liouville) que / est une similitude. 

Montrer que la differentielle (df) z est, soit une similitude directe pour tout z, soit une similitude 
indirecte pour tout z et done, qu'en composant si necessaire avec une reflexion, on peut supposer que 
(df) z est, pour tout z, une similitude directe. Montrer qu'alors / est une fonction entiere, et qu'elle ne 
peut avoir de singularity essentielle a l'infini. En deduire que e'est un polynome, et que ce polynome 
est de degre 1. 



CHAPITRE V 



LE THEOREME DES RESIDUS 



Dans ce chapitre, nous defmissons les residus, demontrons le theoreme qui porte leur nom et en 
donnons quelques applications au denombrement des zeros et poles des fonctions et a des calculs 
d'integrales. 

V.l. Le theoreme des residus 

Commengons par definir les residus. Soit U un ouvert de C et soit zq un point de U . Si / est 
holomorphe sur U — {zo}, elle possede un developpement de Laurent en zq : 

f(z) = J2 a n{z-z ) n . 

neZ 

Definition V.l.l. Le coefficient a_i de (z — zq)^ 1 dans le developpement en serie de Laurent de / en zq 
s'appelle le residu de / en zq. On le note res(/, z$). 



Remarquons pour commencer : 

n zq est , 

/(*) 



Proposition V.1.2. Le residu de f en zo est I'unique nombre complexe a tel que la fonction 

a 



Z - Zq 

ait une primitive sur un voisinage epointe de zq. 

Demonstration. On developpe / en serie de Laurent en zo, on a 

a a\ — a 



La fonction 



z-zo z-zo n ^_ 2 ^ 



Hz) = E r^T^ ~ ^) n+1 + E ^ a ^ z ~ z °Y l+1 

n<—2 n>0 



est une primitive de J2n<-2 a n(z — zo) n + J2n>o a n(z — zo) n . Done / a une primitive si et seulement 
si (a_i — a)/(z — zq) en a une, e'est-a-dire si et seulement si a = a_i. □ 

Avant de donner une liste de proprietes (et de methodes de calcul) des residus, commengons par 
donner une notation unifiee decrivant les ordres des zeros et des poles d'une fonction meromorphe. 

Definition V.l. 3. Soit / une fonction meromorphe non identiquement nulle au voisinage de zq 6 C. On 
appelle valuation de / en zo et on note v ZQ (f) le nombre entier 
• si / est holomorphe en zq et ne s'y annule pas, 
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• n G N si / est holomorphe en zo, f(zo) = et z$ est un zero d'ordre n de /, 

• — n {n G N) si / a un pole d'ordre n en zq. 

Exemples V.1.4 

(1) Pour f{z) = l/(z- 1), on a 

«i(/) = -l, wo(/) = 0, res(/,l) = l, res(/,2) = 0. 

(2) Pour / = z 3 /(z - 2) 2 , on a 

«0(/) = 3, v 2 (f) = -2, vi(/) = 0, res(/,0) = 0, res(/,2) = 12 
(cette derniere valeur s'obtient en appliquant la proposition suivante). 

Proposition V.1.5. Soient f et g deux fonctions meromorphes sur un ouvert U de C et soit zq un point 
de U. 

(1) Si f a un pole simple en zq, 

res(/, z ) = lim (z - z )f(z). 

2->2 

Plus generalement, si zq est un pole d'ordre k de f, alors 

res(f,z ) = H{ (~ l) [ Z ^ ou h{z) = (z- z ) k f(z). 
(k-l)\ 

(2) Si f est holomorphe en zq et si g a un zero simple en zq, alors 

- ff \ /(«>) 
res [-,zq - 



.9 J g'{zo) 

(3) La fonction f'/f est meromorphe sur U. Ses poles sont les zeros et les poles de f et 



res (y> z o) = v ZQ (f). 



La demonstration consiste en une simple verification, elle est laissee en exercice. □ 

1 + i z 2 

Exemple V.1.6. Le point zq = — =- est un pole simple de f(z) = -r. En appliquant la deuxieme 

V2 1 + ^ 



propriete ci-dessus, on trouve 



res(/ ' zo) = 4iriir 4^- 



Une application immediate du theoreme de Laurent (theoreme IV. 1.1) est l'ecriture du coefficient 
a_i de la serie de Laurent comme une integrale 



2z7rres(/, z ) = / f{z)dz. 
Jc(z ,r) 

Le theoreme des residus est une generalisation de cette egalite : il exprime l'integrale de fonctions 
le long de certains lacets a l'aide de ses residus en ses differents points singuliers. 

Theoreme V.1.7. Soient U un ouvert simplement connexe de C, F un ensemble fini de points de U, f 
une fonction holomorphe sur U — F et 7 un lacet a valeurs dans U — F. Alors on a 



\ f{z)dz = 2iir ^2 res(/, z )Ind 7 (z ) 
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Demonstration. Soit z$ £ F. La fonction / admet un developpement de Laurent sur un disque epointe 
centre en zq et contenu dans U : 

/(*) = KA Z - z o) n - 

neZ 

On considere la « partie singuliere » de / en zq : 

h z Q {z) = K,n( z ~ z oY l - 
n<0 

On sait (voir le debut du §IV.2) que cette serie est normalement convergente sur les compacts de 
C - {z }. 

On definit maintenant 

g(z) = f(z)- £ M*)- 

ZQdF 

C'est une fonction holomorphe sur U — F, qui, par construction, n'a pas de singularity en les points 
de F. Elle definit done une fonction holomorphe sur U. 

Mais U est un ouvert simplement connexe, la fonction g y a done une primitive holomorphe et, en 
particulier pour tout lacet 7, on a 

/ g(z)dz = 0, 

soit 

/ f(z)dz = J2 h Zo (z)dz. 

Evaluons done l'integrale de h ZQ . La serie definissant cette fonction est, on l'a dit, normalement conver- 
gente sur les compacts de C — {zq} et done 



/ h zo (z)dz= / ^2b Z(un (z - z ) n dz 

X! b z ,n / {z ~ Z ) n dz. 



n<0 

Mais, sin ^ —1, {z — zo) n a une primitive (a savoir (z — zo) n+1 / (n + 1)) sur C — {zq}. Done, si n 7^ — 1, 



II ne nous reste plus que 

dz 



(z - z ) n dz = 0. 

f dz 

/ = 2i7rInd^(2:o) par definition. 

J~, Z - Z 



Z- Zq 

□ 

Corollaire V.l. 8. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert simplement connexe U de C, soient z 
un point de U et 7 un lacet dont Vimage ne contient pas z. Alors 

i_ r fW 

1m J~ w — z 



Ind 7 (z)/(z) = — / A ^ L Jw. 



Demonstration. C'est le theoreme des residus (theoreme V.l. 7) applique a la fonction 

, v fW 

w 1 > 

w — z 

qui est holomorphe sur U — {z} et dont le residu en z est f(z) (voir la proposition V.l. 5). □ 

C'est une generalisation de la formule de Cauchy, qui s'obtient pour les cercles centres en zq, cas ou 
l'indice est 1. 
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Ce qui se passe a l'infini. Soit g une fonction meromorphe sur C. Soit 7 le cercle de centre et 
de rayon R, ou R est suppose assez grand pour que tous les poles de g dans C soient a l'interieur du 

disque borde par 7. Soit h la fonction meromorphe definie par h(u) = g I — I . Alors on a l'egalite 

\uj 

J g(z)dz = -2ivrres (^p.o) . 
Parametrons en effet le cercle par j(t) = Re lt (t £ [0, 2tt]). Par definition de l'integrale, on a 

g(z)dz = / g o 7^)7' (t)dt, 



ce qu'on peut aussi ecrire 

i{ty 

Si Ton pose 5(t) = \/^{t) = e~ lt /R (c'est le cercle parcouru dans l'autre sens, vu du cote de l'infini), 
la derniere integrale est egale a 

On conclut en appliquant le theoreme des residus. □ 

2 . 



Remarque V.1.9. On peut definir le residu de g en 00 comme le residu en de —h(u)/u 

res (<?, 00 j = res I ^~ > U 

Nombres de zeros et de poles d'une fonction meromorphe. La theoreme des residus (theoreme 
V.1.7) et le calcul des residus de /'// dans la proposition V.1.5 donnent immediatement : 

Proposition V.1.10. Soient U un ouvert simplement connexe de C et f une fonction meromorphe sur U 
dont Vensemble F des zeros et des poles est fini. Soit 7 un lacet dans U — F. Alors on a 



i/ 7 7M d2=E ,^ o(/)Ind7(zo) - 



20 eF 



Corollaire V.l. 11. Soient U un ouvert simplement connexe de C et f une fonction meromorphe sur U 
dont Vensemble F des zeros et des poles est fini. Soit 7 un lacet dans U — F dont Vindice par rapport 
a tous les points de F vaut 1. Alors 



zo&F 



Le second membre de cette egalite s'interprete comme le nombre de zeros de / comptes avec mul- 
tiplicites moins le nombre de poles de / (toujours comptes avec multiplicites). 

Exemples V.l. 12 

(1) La fraction rationnelle {z n — 2)/{z + i) s'annule n fois dans C, a un pole dans C, elle a done un 
pole d'ordre n — 1 en 00 (ce qui se verifie aisement !). 

(2) De meme (z 2 — l)/(z + 3) 3 a un pole triple et deux zeros simples dans C, elle a done un zero 
simple en 00. 
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Remarque V.1.13. Une fonction meromorphe sur C a autant de zeros que de poles. En effet, on 
a demontre que toutes les fonctions meromorphes sur C sont des fractions rationnelles. On peut 
aussi verifier que la valuation d'une fraction rationnelle en oo compense la difference des degres du 
numerateur et du denominateur. 

Le theoreme qui suit est un outil assez pratique pour compter les zeros d'une fonction (d'un po- 
lynome, par exemple), dans un ouvert du plan. 

Theoreme V.1.14 (Rouche). Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert simplement 
connexe U de C. Soit K un compact contenu dans U et dont le bord T admet un parametrage C 1 par 
morceaux. On suppose que 

1/(0-9(01 < \g(()\ pour tout (ET. 
Alors f et g ont le meme nombre de zeros (comptes avec multiplicity) dans K. 

Demonstration. Remarquons d'abord que l'hypothese implique que ni / ni g ne s'annule sur T, et en 
particulier que ni l'une ni l'autre n'est identiquement nulle. Comme K est compact, chacune a done un 
nombre fini de zeros dans K. Alors, la fonction h = f /g est meromorphe au voisinage de K et meme 
holomorphe au voisinage de V. Soit V un voisinage de V assez petit pour que h y soit holomorphe et 
pour que l'inegalite 

\h(z) — 1| < 1 soit vraie pour tout z £ V. 

La fonction h envoie done V dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1, sur lequel existe une 
determination du logarithme, que nous choisissons et notons t. Maintenant toh est definie, analytique, 
et une primitive de h! /h sur V. Si cette fonction a une primitive sur V D T, on a 

Comme f et g n'ont pas de zero sur T, on a, pour £ S T, 

m _ no g'(o 

HO /(C) 5(0 

et done 

□ 

Ce theoreme a de nombreuses applications. La plus naturelle est une nouvelle demonstration (en- 
core !) du « theoreme fondamental de l'algebre » : on a un polynome f{z) = z n + • • • + ao de degre 
n > 1, on compare le nombre de ses zeros a celui de g{z) = z n (qui est n, puisqu'on tient compte des 
multipli cites). II suffit d'appliquer le theoreme de Rouche sur un disque assez grand 

V.2. Applications du theoreme des residus au calcul d'integrales 

Le theoreme des residus a de nombreuses applications au calcul d'integrales (meme reelles). Le plus 
simple est de donner quelques families d'exemples. 



Une methode peu differente on en conviendra de celle proposee dans les exercices III. 24 et III. 25. 
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Fonctions trigonometriques. II s'agit de calculer des integrales de la forme 

r 2-K 

i?(cos t, sin t)dt 

JO 

ou R est une fraction rationnelle 



Jo 



sans pole sur le cercle unite (c'est dire que Q ne s'annule pas sur x 2 + y 2 = 1, l'integrale est une 
« integrale definie »). 

On pose z = e rf , de sorte que cost = - ( z H — | , etc. L'integrale s'ecrit 

2 V zj 

[ R(cost,smt)dt= [ r( 1 (z+ V \,— ( z - -\) — 
Jo K ' Jc(o,i) \2\ z)'2i\ zjjiz 

et le theoreme des residus affirme qu'elle vaut 2in fois la somme des residus des poles de la fraction 
rationnelle 

r(z) = —R ( -(z + ,— (z ' 
v ' iz \2\ zj 2i V z, 

contenus a l'interieur du disque unite. 
Exemple V.2.1. Calculons par cette methode 

T dt 

1=1 pour a > 1. 

Jo cl + sin t 

Comme le denominateur a + sint ne s'annule pas, la methode s'applique. II s'agit de trouver les poles 
et les residus de la fraction rationnelle 

11 2 

r{z) 



iz . 1 / 1\ z 2 + 2iaz - 1' 
a+ 2i\ Z --z) 

Les deux poles sont zq = — ia + W a 2 — 1 et — 1/zo- Seul zq est a l'interieur du disque unite. Le residu 
de r en zq est 

2zo —i 
zl + l = Va^l 

et on trouve finalement 

/= ^ 



Fractions rationnelles. Dans les exemples precedents, on appliquait directement le theoreme des 
residus. Dans ceux etudies maintenant, il va y avoir un passage a la limite. II s'agit d'integrales de la 
forme 

r+oo 

R(t)dt 

ou R € R(-X") est une fraction rationnelle sans pole reel. II faut faire une hypothese pour que cette 
integrale existe. On peut demander que le degre du denominateur soit au moins 2 de plus que celui 
du numerateur. II est equivalent de dire que 

lim tRCt) = 0. 

|t|->+oc 

Pour calculer l'integrale, on va integrer la fonction R(z) sur le bord d'un demi-disque de rayon r, 
centre a l'origine et contenu dans le demi-plan superieur. Le rayon est suppose assez grand pour que 
tous les poles de R soient strictement a l'interieur du disque de rayon r. 
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Figure 1. 



Le lacet « demi-cercle » est constitue du segment [— r, r] de l'axe reel et du demi-cercle proprement 
dit. L'integrale de R sur le segment tend vers / quand r tend vers l'infini, pour pouvoir calculer / en 
sommant les residus de R en ses poles a partie imaginaire positive, il sufnrait done que l'integrale de 
R sur le demi-cercle tende vers quand r tend vers l'infini. C'est ce qu'afnrme le lemme facile (et un 
peu plus general) suivant. 

Lemme V.2.2 (Jordan). Soit f une fonction continue definie dans un secteur 9\ < 6 < 82 et r >r$. Si 



lim zf{z) = 

\z\— >+oo 



alors 



lim 

1 — ^+00 



02 



f(re ie )ird6 = 0. 



Demonstration. La fonction / est continue, son module est done borne sur l'arc de cercle de rayon r, 
soit M(r) sa borne superieure. On a 

(■e 2 



et l'hypothese implique que lim r 
On en deduit que 



f(re M )ird9 
,rM(r) = 0. 



< M(r)r(8 2 - 0i) 



□ 



/+00 
R(x)dx = 2m 22 res (R, zj) 
-00 



la somme etant etendue a tous les poles Zj de R contenus dans le demi-plan superieur. 

Remarque V.2.3. En considerant le demi-disque contenu dans le demi-plan inferieur, on obtiendrait une 
formule analogue avec les poles du demi-plan inferieur 

f +00 



/+00 . . 

R{x)dx = -2ivr^res (R,z'A . 



Le signe vient de l'indice du lacet par rapport aux poles : on fait le tour dans l'autre sens. II est 
compense in fine par le fait que z'a = Zj (R est reelle). 



Exemple V.2.4. Calculons l'integrale 



dt 
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On remarque d'abord que Pintegrale est convergente, puis que la fonction a integrer est paire et done 
que Pintegrale considered est la moitie de Pintegrale sur tout Paxe reel, enfin que les trois zeros de 
1 + z 6 qui sont dans le demi-plan superieur sont 

.57r N 



exp i 



exp i 



7T 



exp i 



6 



En appliquant la recette habituelle pour le calcul du residu en zq, on trouve ici 1/Qzq, e'est-a-dire 
— zq/Q (parce que Zq = — 1). Finalement 



1 f+ co dt 



ITT 

~6~ 



oo 1+t 6 
7T 



exp i 



6 



exp i 



7T 



exp i 



, 5-7T 



7T 

6 

7T 

3 



7T 

2 sm - + 1 
6 



Melanges de fractions rationnelles et de fonctions trigonometriques. On considere des 
integrales de la forme 



/+oo 
-co 



e lx dx 



ou / est holomorphe au voisinage du demi-plan ferme Im z > (sauf peut-etre en un nombre fini de 
points). Le lemme de Jordan ne s'applique pas, mais on a : 

Lemme V.2.5. Soit f une fonction definie dans un secteur du demi-plan ferme. On suppose que 
lim| 2 |_ >+00 f(z) = 0. Alors I'integrale 

I f(z)e tz dz 

J-fr 

(sur I'arc de cercle j(6) = re 10 , 6\ < 9 < 62 de rayon r) tend vers quand r tend vers +00. 
Demonstration. Si z = re et M(r) = sup# f{re ld ) 



on a 



f(z)e iz dz 



/■0s 

<M(r) / 
J 6i 



j rd6. 



Notre hypothese est que M{r) tend vers quand r tend vers +00. Majorons done la derniere integrale 
par une constante ne dependant pas de r. D'abord, on a 



r0 2 
J6i 



0i 

En utilisant le fait classique que 



/•IT 

J 



Wd9 = 2 



rn/2 

Jo ' 



Wd9. 



7r 2 sin 6 



on obtient 



tt/2 



e rsin8 d9< / e - 2re/7r rd9< 
Jo 

une majoration uniforme qui donne le resultat. 







it/2 



+00 



e -2r*/* r , 



+00 



e~ 2x ^dx= 

2 



□ 
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Proposition V.2. 6. Si f est une fonction holomorphe au voisinage du demi-plan ferme Imz > 0, 
sauf peut-etre en un nombre fini de singularites dont aucune n'est sur I 'axe reel et si f satisfait a 
\\m.\ z \^ +00 f(z) = 0, alors 

lim / f(x)e lx dx = 2m Y ms{f{z)e tz ,z Q ). 
R ^J~R Im tT>o 

Demonstration. Dans le cas ou l'integrale f_™ \f(x)\ dx est convergente (l'integrale etudiee est abso 
lument convergente), on aura bien 

/+oo 
f{x)e ix dx = 2m £ res(/(z)e i2 , z ). 

~°° lmz >0 

Si elle n'est pas absolument convergente, il y a quand meme une limite, qui est donnee par la relation 
ci-dessus. Passons done a la demonstration. L'interet de s'etre places dans le demi-plan superieur^ 2 ) , 
e'est qu'on y a \e lz \ < 1. Le lemme V.2.5 permet d'evaluer l'integrale reelle en integrant la fonction 
sur le contour de la figure 1. □ 



Voici un exemple d'un tel calcul. On a 

r+oo „ix 



dx = 2ivrres -=-^ -, e 2i7r/3 



X 2 + x + 1 \ z 2 + z + f 



Ce residu vaut 



Done on a 



d'ou Ton deduit 



res „e 2 ^ 3 



-(V3+i)/2 



z 2 + z + V / \z- e~ 2i7T / 3 / . 2i sin ^ 

7 L= e 2W3 6 



2tt ( V3\ ( 1 . . 1 

ax = — p exp — — cos - — i sm 



x 2 + x + l ^3 I 2 7 V 2 ^ 2 



cosx , 2vr / f /-+ 00 sinx , 2vr / y/3\ 

dx = — p exp — — cos - et / — = ax = p exp — — sm 



, x 2 + x + l ^3 \ 2 J 2 ./_«, x 2 + x + l V 2 / 2 ' 

Voir aussi, par exemple, l'exercice V.f3. On trouvera d'autres exemples de calculs et de methodes 
de calcul dans les exercices. 



Exercices 



Exercice V.l. Calculer les residus en ±i de f(z) = e lz /(z 2 + 1). 
Exercice V.2. Calculer le residu en i de f(z) = e tz /(z(z 2 + l) 2 ). 

Exercice V.3. Soient n un entier > 1 et g une fonction entiere qui ne s'annule en aucune racine n-eme 
de —1. Soit zq un pole de f(z) = g(z)/(l + z n ). Calculer le residu de / en zq. 



1 'Dans les applications du lemme de Jordan, il n'y avait pas de difference serieuse entre les demi-plans superieur et 
inferieur. Ici, oui. Le demi-plan inferieur peut etre utilise pour calculer des integrates faisant intervenir une exponen- 
tielle e~ ix . 
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Exercice V.4. Soit p e R, p > 1, et soit zq = —p + \Jp 2 — 1. On demande le residu en zo de 

^ = (z 2 + 2^ + l) 2 " 

Exercice V.5. Combien de fonctions holomorphes y a-t-il sur le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1 
qui verifient f(z) 2 = z? 

fl z ) 

Pour chacune d'elles, calculer le residu en 1 de . 

z — 1 

Exercice V.6 (Encore d'Alembert-Gauss). Soit P(z) = z n + a\z n ~ l -\ \- a n (avec n > 1) et soit r > 

assez grand pour que 

\z\ > r => \P(z)\ > 1. 

Calculer 

1 t n*) d2 



2ivr 7c(o,r) jP(^) 
et conclure. 

Exercice V.7 (Applications du theoreme de Rouche). Combien le polynome z 8 — 4z 5 + z 2 — 1 a-t-il de 

racines dans le disque unite \z\ < 1 ? 

Exercice V.8 (Applications du theoreme de Rouche). Montrer que, pour tout reel A > 1, la fonction 
f(z) = ze x ~ z — 1 a exactement un zero dans le disque unite. 

Exercice V.9. Calculer 

^ de 



/ i 1 T~, — 2 P° ur u r 1 - 

Jo 1 — 2u cos + u z 



Iq 1 — 2u cos 9 + u 2 
Exercice V.10. Calculer les integrates 



pour n = 1, 2 et ou p est reel, avec \p\ > 1 
Exercice V.ll. Calculer l'integrale reelle 



2w 

o (p + cos9) r 



+°° t 2 



1 + t 4 



et plus generalement 

'■+ 00 t 2k dt 



l + t 2n 

pour < k < n. Voir aussi l'exercice V.17. 

Exercice V.12 (Examen, janvier 2007). Soit a un nombre reel, a > 0. 

(1) Soit C un nombre complexe tel que C 4 = — 1- Calculer le residu en (a de la fonction l/(z 4 + a ) 2 . 

(2) Calculer l'integrale reelle 

dx 

-oo (* 4 + a 4 ) 2 ' 
Exercice V.13. Calculer l'integrale reelle 

t" 00 cost , 



t 2 + l 
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Exercice V.14. Soit g une fonction meromorphe au voisinage de 0, ayant un pole simple en et soit 
C + (0,e) le demi-cercle (\z\ = e) n (Imz > 0). Montrer que 



lim / g(z) dz = iTries(g,0). 



En utilisant le contour indique sur la figure 2, montrer que 

+°° sint , 7r 

dt = -. 

t 2 




Figure 2. 



Exercice V.15. Le but de cet exercice est de calculer l'integrale reelle 

r+°° In x 
Jo 



T dx. 



(1 + x) 3 

(1) Montrer qu'il existe des determinations du logarithme sur l'ouvert 

U = [z G C | z i R + } . 

Que peut-on dire de la difference de deux telles determinations ? Montrer qu'il en existe une 
unique, que l'on notera log dans cet exercice, verifiant log(— 1) = in. 

(2) On considere le contour T represents sur la figure 3. Les nombres reels r et R verifient < r < 
1 < R. Quelle est la limite de l'integrale 



(log z) 



-dz 



quand R tend vers +oo et r vers ? 
(3) En deduire la valeur de l'integrale 

r+°° log x 

Jo (i + x y 



dx 



et celle de 



dx 



(1 + x) 



Exercice V.16. Avec les memes notations (et la meme methode) que dans l'exercice precedent, evaluer 

log z 



-dz 



et en deduire la valeur de 



r z A + z 2 + z + 1 



dx 

x 3 + x 2 + x + 1 
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Figure 4. 

Exercice V.17. Pour n > m > 0, montrer, a l'aide du contour represents sur la figure 4, que 



+oo x m 1 £ x ^ i m 
sin — 7T 



o 1 + x n n \ n 



-l 



(encore une formule connue d'Euler). 
Exercice V.18. Calculer 



dz 



pour E 1' ellipse d'equation x 2 — xy + y 2 + x + y = 0. 

Exercice V.19. Pour tout R > 1, on considere le triangle 

Tr = {z e C | Re(z) < R,lm(z) < Re(z),Im(z) > - Re{z)} 



EXERCICES 
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et on pose 

Ir = iT~ / n 6 4\2 dz - 
2iir JdT R (1 - z^Y 

Calculer I = lim^ +00 Ir. Determiner une fonction / : [0, +oo[— >■ R telle que 

r+oo 

f(x)dx = I. 



f 

J — i 



Exercice V.20 (Examen, janvier 2006). Dans cet exercice, a et b sont deux nombres reels verifiant a < b. 

(1) Montrcr qu'il existe des determinations de « y/{z — a)(z — b) » sur le complementaire U du 
segment [a, b] dans C. Combien en existe-t-il ? Montrer qu'il en existe une unique qui coincide 
avec yj(x — a)(x — b) pour x £ UnU. 

(2) Montrer qu'il existe une unique determination, notee / de « — - ^^^=^^^= » sur le 

y/(z-a)(z-b) 

complementaire U U {oo} du segment [a, b] dans la sphere de Riemann C U {oo} qui prend la 
valeur 1 en oo. On pose u = 1/z, de sorte que h(u) = f(l/u) est holomorphe au voisinage de 
u = 0. Donner les deux premiers termes du developpement en serie entiere de h en 0. 

(3) Soit R un nombre reel, R > sup(|a| , \b\) et soit Cr le cercle parametre par Re ld (6 G [0,27r]). 
Calculer 

r zdz 

JC R V(z ~a)(z- b) 
(en utilisant la determination definie dans les questions precedentes). 

Exercice V.21 (Examen, janvier 2006). On pose a = (1 + i)J — et g(z) 



2 yv ' l + e- 2az ' 



-z 2 



(1) Montrer que g{z) — g{z + a) = e~ 

(2) Trouver 1 'ensemble des poles de g et calculer son residu en a/ 2. 

(3) Pour r > soit C r le parallelogramme de sommets — r, r,r + a, —r + a parcouru dans le sens 
direct. Calculer 1 'integrate 

J c g{z)dz. 

(4) Montrer que, lorsque r — > oo, 1 'integrate de <7 sur les cotes « non horizontaux » du pa- 
rallelogramme tend vers 0. 

(5) En deduire les valeurs des integrates 



/oo „ roc 

e~ x dx et T(l/2) = / e _t r 1/2 dt. 
-oo j0 
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Reponses a certains de ces exercices. Comme il est assez facile d'ecrire des betises dans les 
calculs d'integrales, j'inclus les resultats de certains des calculs proposes ici^ 3 ). 

— Exercice V.l, e~ 1 /2i en i, —e/2i en —i. Exercice V.2, — 3/4e. Exercice V.3, —zog(zo) /n. Exer- 
cice V.4, p/{\fp 2 — 1). Exercice V.5, +1 pour l'une et —1 pour l'autre. 

- Exercice V.9, 2tt/(1 — u 2 ) si \u\ < 1, 2ix/{u 2 — 1) si \u\ > 1. Exercice V.10, tt/\/p 2 — 1 si n = 1, 
2irp/( v / p 2 - l) 3 si n = 2. Exercice V.ll, vr/(nsin((2A; + l)vr/2n)). Exercice V.12, -3(/lQa 7 , 
Z-K^/2/Sa 7 . Exercice V.13, vr/2e. 

— Exercice V.15, 

f+°° lnx 1 f + °° dx 1 

Jo (T+W 2 {et Jo (TT^)3 = 2 ) - 

- Exercice V.16, 7r/4. Exercice V.18, — e l7T l A . 



1 J Je ne crois pas a l'unicite des resultats de ce type de calcul. Mais je crois a leur convergence. Les resultats proposes ici 
ont ete obtenus par cette methode. Au cas ou la limite n'ait pas ete vraiment atteinte, me communiquer vos resultats ! 



CHAPITRE VI 



EXEMPLES DE CONSTRUCTIONS DE FONCTIONS 



Dans ce chapitre final, nous etudions des fonctions periodiques et notamment une celebre fonction 
elliptique, la fonction p de Weierstrass. Nous nous interessons ensuite aux produits infinis (ou euleriens) 
et a la fonction zeta de Riemann. Nous concluons par une demonstration du theoreme des nombres 
premiers. 

VI. 1. Exemples de fonctions periodiques 

On a deja rencontre des fonctions holomorphes periodiques, l'exponentielle par exemple : il y a un 
sous-groupe G de C (le sous-groupe 2i-7rZ dans le cas de l'exponentielle) et la fonction est invariante 
par Taction de ce groupe par translation : 

f(z + g) = f(z) 

pour tout g dans G. Les fonctions sin et cos sont aussi des fonctions entieres periodiques. On va 
considerer ici des fonctions periodiques meromorphes. Remarquons d'abord que le theoreme de Laurent 
affirme que les fonctions holomorphes periodiques sont sommes de leur serie de Fourier, au sens precis 
de la proposition VI. 1.1 ci-dessous. Fixons deux nombres reels a et b avec a < b et appelons B(a, b) la 
bande 

B(a, b) = {z£C\a< Im(z) < b} . 

On dit qu'une fonction holomorphe sur B(a, b) est periodique de periode T (ou T-periodique les jours 
de paresse) si elle verifie 

f(z + T) = f(z) pour tout z G B(a, b). 

Proposition VI. 1.1. Toute fonction holomorphe sur B{a,b) et periodique de periode T s'ecrit de fagon 
unique 

\ y^. (Imnz 
f\ z ) = 2^ a n exp I 

n=— oo ^ 

ecriture dans laquelle les a>i sont des nombres complexes tels que les series entieres 

J2 a nZ n et a ~nZ n 
n>0 n>0 

ont des rayons de convergence 

( 2?r \ /2tt \ 

P > exp I — — a J , a > exp I — bj respectivement. 

Reciproquement toute suite a n satisfaisant a ces conditions definit une serie normalement convergente 
sur les compacts de B(a, b) dont la somme est une fonction holomorphe periodique de periode T. 
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Demonstration. C'est le theoreme de Laurent (theoreme IV. 1.1), via l'application 

C ► C* 

2m 



z i > exp y~jr z 

qui se restreint en une bijection 

B(a,b) > A ^exp ' exp (~Y" a y 

et induit un isomorphisme de l'algebre des fonctions holomorphes T-periodiques sur la bande dans 
l'algebre des fonctions holomorphes sur l'anneau. □ 

On peut bien entendu demontrer ce resultat directement via la theorie des series de Fourier. 

Exemple VI. 1.2. Les fonctions cos et sin sont holomorphes sur C (a = — oo, b = do), et periodiques de 
periode 2ir, leurs developpements de Fourier sont bien sur 

cosz = -(e lz + e~ lz ) et sin z = -(e lz - e~ lz ). 
2 2% 

La fonction 1 / cos z est periodique de periode 2ir, elle est holomorphe sur chacune des bandes B(0, +oo) 

et B(— oo,0) (les zeros de la fonction cos sont reels). On a, par exemple, 

1 1 + °° 

= 2e iz ^ = 2 V (-l)™ e ( 2 «+ 1 )^ pour Im(z) > 0. 

cosz l + e 2lz 

Proposition VI. 1.3. La serie de fonctions meromorphes 
converge uniformement sur les compacts de C et sa somme est 

Y^— = (—Y- 

^2,{ z ~ n ) 2 \sinirz J 

Demonstration. On montre d'abord que la serie converge uniformement dans toutes les bandes xo < 
~Re(z) < x\. Fixons done une telle bande. Elle ne contient qu'un nombre fini d'entiers. Pour ceux qui 
n'v sont pas : 

[z — n) z [Xq — n) z 

gence normale dans la bande, 

— de meme, dans la serie partielle y)„ >ri -, ttt, chaque terme est majore par -k. 

(z — n) z {x\ — n) z 

Pour calculer la somme de la serie et finir de demontrer la proposition, faisons une liste de proprietes 

de la somme / de la serie : 

(1) Elle est periodique de periode 1 (c'est clair). 

(2) Elle a un pole en chaque entier n et s'ecrit plus precisement 

1 

(z — n) s 

ou h est holomorphe au voisinage de n. 

(3) Elle tend vers uniformement en x quand |y| tend vers l'infini, plus precisement, on a : 

Ve>0, 3M, \y\>M=>\f(z)\<e. 
Remarquons ensuite que la fonction g(z) = (tt/ sin7rz) 2 possede exactement les memes proprietes : 



— dans la serie partielle J2 n <x 1 \2> cnac l ue terme est majore par — d'ou la conver- 



/(*) = 7^A2 + h ^ Z ) 
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(1) La premiere est claire. 

(2) A cause de la periodicite, il suffit d'etudier g au voisinage de : 

/ \ 2 



it \ IT 



SmiTzJ \7TZ—^1T 3 Z 3 + 



1 / 1 



1 - -7rV + 

6 

1 71-2 2 / s 

= z 2 + T + z <->• 

d'ou la deuxieme propriete. 
(3) La troisieme resulte de la relation 

| sin irz\ 2 = sin 2 irx + sinh 2 ny. 

On conclut en utilisant le theoreme de Liouville : la fonction f — g est entiere (en appliquant la 
deuxieme propriete) elle est bornee puisque periodique de periode 1 (premiere propriete) et bornee 
sur les bandes verticales (troisieme propriete). Elle est done constante, mais cette constante est nulle 
puisqu'elle tend vers quand y tend vers l'infini (encore la troisieme propriete). □ 

1 ^ 2 

Corollaire VI. 1.4 (Euler). La somme de la serie numerique ~^ es ^ ~pr- 

nr 6 

Demonstration. On ecrit 

(— V - 1 = y^— 

Vsin7rz/ z 2 ,„(z — n)' 2 

1 

et on fait tendre z vers 0. Le deuxieme membre tend vers 2J2 n >i ~ o- Le calcul du developpement de 

- n z 

g en serie de Laurent en ci-dessus montre que le premier membre, lui, tend vers — . □ 
Proposition VI. 1.5. La serie de fonctions meromorphes 

- + E — + - 

z ^ Q \z-n n 
converge uniformement sur les compacts de C et sa somme est 

- + Y ( 1 h - V - 

z , n \ z — n nj tan irz 

Demonstration. On montre exactement comme ci-dessus l'assertion sur la convergence. Appelons / la 
somme, e'est done une fonction meromorphe sur C qui a un pole simple en chaque entier. On calcule 
sa derivee comme somme de la serie des derivees : 



nz) = -4-e 1 



(z-n) 2 ' 

Mais nous savons (proposition VI. 1.3) que cette somme vaut — (it/ sin7rz) 2 , en d'autres termes, on a 

Done f(z) — 7r/tan7rz est constante. II est clair par definition de / que celle-ci est impaire, on en 
deduit que la constante est nulle. □ 
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Remarque VI.1.6. En regroupant les termes deux par deux, on en deduit aussi l'identite 

1 ^ 2z 7T 

z z 2 — n 2 tan7rz 

n>l 

(que Ton utilisera pour calculer les valeurs de la fonction zeta de Riemann aux entiers pairs, voir 
l'exercice VI. 2). 

VI. 2. Exemple de fonction bi-periodiques : la fonction p de Weierstrass 



Figure 1. 

Dans l'exemple de Pexponentielle et dans les exemples considered ci-dessus, le groupe de periodes 
G est un groupe de translations engendre par un element, il est isomorphe a Z. On peut se demander 
s'il existe des fonctions holomorphes qui ont un groupe de periodes plus gros, engendre par deux 
translations independantes. On se donne done deux nombres complexes u et v , in dependants sur R 
(e'est dire que la partie imaginaire du rapport u/v n'est pas nulle) et on considere le reseat/ 1 ) 

A = {nu + mv \ n,m G Z} . 

La proposition suivante est une application du theoreme de Liouville. 

Proposition VI. 2.1. Les seules fonctions holomorphes sur C telles que 

f( z + \)=f(z) VzeC,VAeA 

sont les constantes. 

Demonstration. Sur le parallelogramme engendre par u et v , e'est-a-dire sur le compact 

{xu + yv | x e [0,1], y G [0,1]} 

la fonction / est bornee. De la periodicite, on deduit qu'elle est bornee sur C : tout point z de C se 
ramene a un point du parallelogramme en lui appliquant une translation du reseau. Done / est entiere 
et bornee, done / est constante. □ 

^'En anglais lattice, mot responsable de la notation A, en allemand Gitter, d'ou le F que Ton trouve aussi. 
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II n'y a done pas de fonctions holomorphes « bi-periodiques » vraiment interessantes. Par contre, il 
y a des fonctions meromorphes, comme celle que nous allons definir maintenant. 



Proposition VI.2.2. La serie 



1 



+ E 



(z-xy 



i 

A 2 



AeA-{0} 

converge uniformement sur les compacts de C — A et definit une fonction meromorphe sur C. 

La demonstration est basee sur le lemme suivant : 
Lemme VI.2.3. La serie 2~^AeA-{o} — 3 es ^ convergente. 

Demonstration du lemme. Pour tout entier n, on considere 

P n = {xu + yv I sup{|x| , \y\} = n} . 

Sur le parallelogramme P n , il y a 8n(= 4 x 2n) points de A. Si d est la plus petite distance des points 
de Pi a 0, on a pour A G P n , |A| > dn. Ainsi 

8 



^ 1 8n 



xeP, 



d'ou Ton deduit la convergence de la serie. 



□ 



Demonstration de la proposition. On montre que la serie converge uniformement sur tous les disques 
\z\ < R. Le reseau est discret, son intersection avec tous les disques est finie, en particulier, on a 
|A| > 2R pour tous les A sauf un nombre fini. 

Pour tous ces A et pour tout z dans le disque de rayon R, 

A 2 - (z - A) 2 



(z-xy 



1 

A 2 



A 2 (z- A) 2 

2Xz - z 2 
X 2 (z - A) 2 



|A| S 



1 



< 10- 



R 



qui converge grace au lemme. 
On a utilise les inegalites 



qui viennent des positions relatives de z et A : comme \z\ < |A| /2, 
— Pinegalite triangulaire donne 





< 5 et 




1 








> - 




~ 2 




- 2 







z 




< 








2 



+ |A|<^|A| 



d'ou la premiere inegalite 
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— et de meme 

|A-z|>|A|-N>y 

pour la deuxieme. 

On a maintenant une serie de fonctions meromorphes qui converge uniformement sur les compacts. 
Sa somme est meromorphe sur C (en application du theoreme de Morera, voir la demonstration du 
corollaire III. 3. 10). De plus, la serie des derivees converge uniformement sur les compacts vers la 
derivee de la somme, ce qu'on va utiliser tout de suite. □ 

On note p (et on appelle « la fonction p de Weierstrass ») la somme de cette serie. Elle depend du 
reseau choisi et devrait etre (est souvent) notee pA- 

La fonction p a un pole (double) en chaque point du reseau A : on fixe un point A et on ecrit 

ou g est holomorphe au voisinage de A. 
Elle est paire : 

expression dans laquelle il suffit de changer A en —A pour voir qu'elle vaut aussi p{z). 
Sa derivee est la somme de la serie des derivees, comme on l'a deja mentionne, done 

En particulier, il est clair que 

p'(z + A) = p'(z) VzgC,VAgA. 
Done p' est bi-periodique, de plus elle est impaire. 

Proposition VI.2.4. La fonction p est bi-periodique. 

Demonstration. On montre que 

p(z + u) = p(z) et p(z + v) = p(z). 
Comme p' est bi-periodique, on a 

^ z (p(z + u)-p(z)) = 

done p{z + u) — p{z) est constante. On calcule la constante en evaluant en z = —u/2 (qui n'est pas 
un pole), on trouve 

'u\ ( u 



qui est nul puisque p est paire. On procede de meme avec v. □ 

Les figures 2 et 3 ont ete dessinees par Olivier Elchinger (avec l'aide de mathematica) . Elles 
representent les paysages analytiques des fonctions p et p' associees au reseau engendre par 1 et 
2i). On resume les proprieties de p dans une proposition : 
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LA FONCTION p DE WEIERSTRASS 
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Figure 2. Paysage analytique de la fonction T 




Figure 3. Paysage analytique de la fonction 3" 

Proposition VI.2. 5. La fonction p est une fonction meromorphe sur C, paire et bi-periodique. Ses poles 
sont les points du reseau A. En plus, p verifie la relation 

p'(z) 2 = 4p(z) 3 - g 2 p(z) - g 3 
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oil g 2 et 53 sont des constantes definies par le reseau A. 

Demonstration. Seule la relation est a demontrer. On developpe p en serie de Laurent sur un voisinage 
epointe de 0. Le developpement a la forme 

p(z) = \ + b 2 z 2 + b A z 4 H 



parce que p est paire et que 



p{z) " h = £ ( i^w " h) = 9{z) 



A^O 

avec g{0) = 0. La fonction g permet de calculer les premiers coefficients du developpement (en derivant 
terme a terme) : 

A^O A A^O A 

On derive terme a terme le developpement de p pour obtenir 

2 

p'(z) = — 5 + 2b 2 z + 4b 4 z 3 + ■■■ , 

z 6 

relation qu'on eleve au carre : 



(p\z)f = ^-8§- Ki/,, -!-••• . 



On a ainsi 



{p'{z)f - Ap{zf = -20% - 286 4 + 



z* 

ce qui fait que la fonction 

(p'(z)) 2 - 4p(z) 3 + 20b 2 p(z) + 286 4 

est holomorphe au voisinage de et nulle en 0. Mais elle est bi-periodique, done elle est holomorphe 
sur C et done const ante, et done, enfin, nulle. □ 

Remarque VI.2.6. Le fait que p satisfasse une equation differentielle algebrique 

{y? = P{y) 

pour un polynome P de degre 3 fait qu'elle intervient dans la solution de nombreux problemes de 
mecanique, comme par exemple la description du mouvement d'une toupie (comme on le savait deja 
avant de faire de l'analyse complexe) ou plus generalement d'un solide (comme cela a brillamment ete 
demontre, en utilisant l'analyse complexe, par Kowalevskaya) . 

Remarque VI.2.7. La courbe C d'equation y 2 = Ax 3 + a 2 x + (dans C 2 ) est une combe elliptique. 
Les fonctions p et p' permettent de la parametrer 

C ► C 

z i > (p(z),p'(z)) 

(pour bien faire, on ajoute un point a l'infini a C et on envoie les points du reseau sur ce point a 
l'infini). Cette application passe au quotient en un isomorphisme (analytique) 

C/A ► C. 

Comme C/A est un tore (homeomorphe a S 1 x eh bien C aussi. Et comme C/A est un groupe, 
eh bien C aussi. On peut construire cette structure de groupe en regardant les intersections de C avec 
les droites de C 2 (voir les exercices VI. 6, VI. 7, VI. 8 et VI. 9 ou [Rey90]), e'est tres joli. 
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Les courbes elliptiques sont des objcts omnipresents en mathematiques. On a mentionne la 
mecanique et les equations differentielles algebriques, mais il y a aussi, par exemple, l'arithmetique. 
Leur intervention decisive dans la demonstration du grand theoreme de Fermat, par exemple, est 
celebre. 



VI.3. Produits infinis 

Soit maintenant (/ n )neN une suite de fonctions continues sur un ouvert U de C. On veut considerer 
le « produit infini » 

+00 

n uz), 

n=0 

c'est-a-dire la limite, si elle existe, de la suite des produits finis p n , ou 

n 

Pn{z) = Y[fi{z). 
i=0 

On dit que le produit infini Y\ n f n converge normalement sur une partie K de U si 

— on a lim n ^ +00 /„ = 1 uniformement sur K, 

— si a n = f n — 1, la serie J2 a n converge normalement sur K. 

Remarque VI.3.1. De l'inegalite 

l + x<e x Vx>0 (xGR), 
on deduit que, pour toute suite (u n ) de nombres complexes, on a 



n 



n(l + N)<exp El 

i=0 \j=0 / 

Done, si la serie (a n ) converge normalement sur K, la suite (p n ) converge en norme sur K. 

Proposition VI.3.2. Si les fonctions f n sont holomorphes sur U et si le produit infini ~[\ n f n converge 
normalement sur tous les compacts de U, alors la limite f = Y\ n f n est holomorphe dans U. De plus, 
on a 

- f = fofl • • • fp (jln>p fnj , 

— L'ensemble des zeros de f est la reunion de I'ensemble des zeros des f n , I'ordre de multipli- 
city d'un zero de f etant la somme des ordres de multiplicity de ce zero pour chacune des 
fonctions f n . 

Remarque VI.3.3. Le fait qu'un produit infini de termes ne s'annule que si l'un des termes s'annule 
n'a rien d'evident. C'est meme faux en general (sans nos hypotheses). Par exemple le produit infini 
n n >i exp(— -) est nul... alors qu'aucun des facteurs n'est nul. Je laisse la verification de cette propriete 
en exercice, elle est bien sur liee au fait que la serie J2 \ diverge. 

Demonstration. Les produits finis sont holomorphes, done la fonction / est limite (uniformement sur 
tout compact) d'une suite de fonctions holomorphes. Elle est aussi holomorphe en application du 
theoreme de Morera. 

La formule d'associativite est claire. 

Montrons maintenant l'assertion sur les zeros de /. Fixons un nombre reel e G]0, \ [ et montrons 
qu'il existe un entier N tel que 

m > n > N => \p m - p n \ < 2 \p n \ e. 
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On a en effet, pour m > n 



Pm-Pn=Pn\ Yi A ~ 1 = II ( a k + ^ ~ 1 \ , 

,fc=n+l / \ fc = n + 1 



ce qui permet de majorer 

\Pm ~Pn\ = \Pn\ 



II (Ofc + l)-l 
k=n+l 



< \p n \ n 



. k=n+l 



(la derniere inegalite grace au lemme VI. 3.4 ci-dessous). 

Maintenant, comme la serie J2 a n converge normalement, il existe N tel que pour n > N, le reste 
J2k>n+i \ a k\ soit majore par e. On a alors, en utilisant les inegalites de la remarque VI.3.1, 



pour n> N, (1 + |afc|) < exp ^ |afc| < e £ 

k=n+l \k>n J 

Enfin, en utilisant le fait que e £ < 1 + 2e, on obtient l'inegalite desiree : 

|Pm - Pn\ < \Pn\ (e £ - 1) < 2 \p n \ £. 

On en deduit sans mal que, pour m > n > N, 

\Pm\ > (1 - 2e) |p n | 

et done aussi que, pour n > N 

\f(z)\ >(l-2e) 

Finalement, / ne peut s'annuler que si le produit fini p n s'annule. 



□ 



Lemme VI. 3. 4 



N 



n( i +^)- 1 

k=i 



N 



<U(i + \h\)-i. 

k=l 



Demonstration. C'est une recurrence sur le nombre N de facteurs du produit. Pour N = 1, l'inegalite 
est simplement < Ensuite on a 

N+l N 

Y[ (i + b k ) - 1 = a + ^+i) n (i + h) - 1 

k=l k=l 

N 



^n( i+ ^)-^ a + &iv + i) + 1 + b N+1 - 1 

^n( 1 + ^)-^ (1 + b N +l) + b N+ i, 
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d'ou la majoration 



N+l 
k=l 



< 



N 



(1 + \b N+1 \) + \b m 



fc=i 

< (j[(i+\h\)-ij(i+\b N+1 \)+\b N+1 \ 

par hypothese de recurrence 

N+l 

= n ( x + n) - 1 - i^+ii + \ b N+i\ 

k=l 
N+l 

= na+N)-i. 

k=i 



□ 



On s'interesse maintenant a la derivee de / et plus exactement, comme / est un produit, a sa derivee 
logarithmique. 

Proposition VI.3. 5. Si les fonctions f n sont holomorphes sur U et si le produit infini f = fl n f n converge 
normalement sur tous les compacts de U, alors la serie de fonctions meromorphes f' n l fn converge 
normalement sur tous les compacts de U vers la derivee logarithmique f'/f de f. 



Demonstration. Fixons un entier n et posons 

9m(z) 

Ainsi, 



n /*(*)■ 

k=n+l 



9 'm( z ) _ V on a' (z) - a (z) V 



k=n+l Jh ' y ' k=n+l 

Si on fait tendre m vers l'infini, la limite g des g m est une fonction holomorphe et sa derivee g 1 est la 
limite des g' m en application du theoreme de Morera III. 3. 9. On a 



k>n+l JK 



et 



L 
f 



On a done bien, sur l'interieur de K, 



Elk _i_ *L = Ik 
fk Q ^ fk 



f_ _ fn 
f „ fn 



avec convergence normale sur les compacts de l'interieur de K et ceci pour tout K compact de U. □ 

Exemple, developpement de la fonction sinus. L'exemple le plus simple qu'on puisse imaginer 
est celui du produit infini 



/<*) = * n 1 



n>l 



n- 



En effet, ce produit converge normalement sur tous les compacts puisque la serie numerique ^ 1 /n 2 
est convergente. 
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En application des resultats precedents (proposition VI. 3. 2), la fonction / est entiere et elle a pour 
zeros (simples) toutes les valeurs entieres de z. 

On calcule sa derivee logarithmique en utilisant la proposition VI. 3. 5 : 

f(z) 1 , y, 2Z 

n>l 



f(z) z 5 z 2 — n 2 

J \ / <n >1 



Nous avons deja remarque (remarque VI. 1.6) l'identite 

7T 1 x , 2z 

+ E 



tan ix z z ^ri z 2 — n 2 

n>l 

On a alors, en posant g(z) = sin(7rz), les egalites 

/'(*) _ vr _ g'{z) 
f(z) tanvrz g(z) ' 

Done f{z) = Csinnz et il ne reste plus qu'a determiner la constante C. Par definition de /, on a 

Urn M = !. 

z->0 z 

Comme sinnz/z tend vers it, on en deduit que C = — . En conclusion, on a obtenu la formule 

sin7rz -n- / ' 



n i-s • □ 



7rz " \ n 

n>l \ / 

La fonction zeta de Riemann. Decrivons maintenant la fonction zeta de Riemann comme un 
produit infini. On la prolongera en une fonction meromorphe sur le demi-plan Re(z) > et on 
montrera qu'elle ne s'annule pas sur la droite Re(-z) = 1. Designons par J 3 l'ensemble des nombres 
premiers. 

Theoreme VI.3.6. Le produit 

n(i-£ 

converge normalement et uniformement sur les compacts de Re(s) > 1 + S (pour tout 5 > 0) et on a 

cw-E^-n(i- = 

n>i n pel- v p 



Demonstration. On a la convergence 

— uniforme sur tout compact de 1 vers 1, 

ps 

— normale sur tout compact de J2 P eT ~> 
d'ou la convergence du produit. On ecrit 



IX- 1 11 



pS J pS piS 

De sorte que, en appelant, pour tout N £ N, £(iV) l'ensemble des entiers dont tous les diviseurs 
premiers sont < N, on a 

IV 1 1 



n ( ^ „s ) - 

p<7V V F 7 ne£(AT) 
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puis, comme £(iV) D {1, . . . , N}, 



cw- n !- 



p<JV 



1 



< 



E 

n>7V 



n 



Re( S ) ' 



on fait tendre ./V vers +oo. D'ou le fait que le produit en question converge vers ((s). 
Corollaire VI.3.7. Si Re(s) > 1, C(a) + 0. 

Maintenant, on prolonge £ en une fonction meromorphe. 
Proposition VI.3.8. La fonction 

m = t(s)- 



□ 
□ 



s- 1 



est holomorphe sur Re(s) > 0. 
Demonstration. D'abord, si Re(s) > 1, on a 



done 



1 _ /-+ 00 
s — 1 Jl X s 

+°° 1 /-+oo J T 

/(-) = E A - / ^ 

n=l 



00 /-n+1 



E 

n=l 



1 1 



n" x- 



Posons done, pour tout s, 



•n+1 / I 



dx. 



dx. 



x° 

La fonction (p n est definie et holomorphe pour Re(s) > 0. Sur ce demi-plan, on a 

r n+i / i i 



\<Pn{s)\ 



dx 



< sup 

n<x<n+l 

< sup 

n<a;<n+l 



n" x- 

1 1 

n s x s 
s 



X 



s+1 



par la formule des accroissements finis 

< ' g l 

- n Rc(s)+l • 

Done la serie des ip n est convergente pour Re(s) > et elle converge vers une fonction holomorphe, la 



fonction /. 

On demontre maintenant que la fonction ( n'a pas de zero sur la droite Re(s) = 1. On pose 

In p 



□ 



une fonction bien definie et holomorphe pour Re(s) > 1. 
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Proposition VI.3.9. La fonction $ est meromorphe pour Re(s) > \, de plus 

m - ^ 

n'a pas de pole pour Re(s) > 1. 
Demonstration. On sait que 



^r i = n( i -^) = n/^)- 



pGO 5 v 1 ' p& 

On applique la proposition VI. 3. 5, qui donne 



C'(s) _ \ - fp( s ) _ \ - lnp _ x - Inp 



(puisque = 1 — e _slnp , /-(s) = e~ slnp lnp). Mais on a aussi 



1 1 



— + ^TT + 



p s — 1 p s yl — ^- y p s p 2s 

done 

C{s) ^ lnp ^ 

avec 

W = p ^( 1 + ps + 

et 

, , . , . In p 1 In p 

M*)l<]^ r^ 2 ^4 

If' I i If 



1 

1 

pS 



(en minorant brutalement |p s | par 2). La serie des h p converge done absolument pour Re(2s) > 1 + 8, 
done est meromorphe pour Re(s) > ^, a un pole en 1 et d'autres aux zeros de ( (mais pas d'autre 
pole dans Re(s) > J). □ 

Proposition VI. 3. 10. La fonction £ n'a pas de zero sur la droite Re(s) = 1. 

Demonstration. Supposons qu'elle ait un zero d'ordre m en 1 + ib pour un b ^ et soit n l'ordre de 
son zero en 1 + 2ib (rien n'empeche n d'etre nul). Comme on a 



coo = coo, 

1 — ib est un zero de £ d'ordre m, de meme l'eventuel zero de C en 1 — 2ib est d'ordre n. L'expression 
de la derivee logarithmique de £ a l'aide de $ dans la demonstration precedente montre que 

lim + e) = 1, lim + e ± ib) = — m, et lim £$(1 + e ± 2ib) = — n 

e— s-0 e—5-0 e— >0 

(ordre du pole de C en 1, ordre du zero de C en 1 ± ife, en 1 i 2ib), puisque 

&(s) = + f(s) avec / holomorphe en 1 

done 

e*(l + e) = J + e/(e)-> 1, 

que 

C (si 7/1 

= — + o(s) = — + q(s) avec q holomorphe en 1 ± ib 

y ' CO) K ' s - (1 ±ib) w 
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done 

£Tfl 

e$(l + e ± ib) = V eg(l + e±ib) -)■ — m 

(et de meme en 1 i 2z6). Maintenant on considere 

1 1 ^ 4 

+ 



pib/2 p—ib/2 

un reel positif, de sorte que, pour s = 1 + e > 1, 

' 71 s \ r) —ib/2 J — 

En developpant la puissance 4 par la formule du binome, on trouve que ce reel positif est 
$(1 + e + lib) + 4$(1 + e + ib) + 6*(1 + e) + 4*(1 + e - »6) + $(1 + e - 2*6). 
On multiplie par e et on fait tendre celui-ci vers 0, on obtient 

-2n - 8m + 6 > 0, 

ce qui, avec m et n entiers naturels, force m a etre nul, ce que nous voulions demontrer. □ 

Remarque VI.3.11. La position des zeros de la fonction £ fait l'objet d'une celebre conjecture de Rie- 
mann, dite « hypothese de Riemann » par ignorance de l'allemand. Celle-ci affirme que tous ces zeros 
ont une partie reelle egale a 1/2. Ce probleme irresolu est un des problemes ouverts les plus celebres 
des mathematiques. 



VI.4. Le theoreme des nombres premiers 

La description de £ comme un produit infini montre le lien de cette fonction avec la repartition des 
nombres premiers parmi les entiers. C'est d'ailleurs dans un memoire sur la repartition des nombres 
premiers que Riemann a etudie la fonction zeta (et formule sa conjecture). Le theoreme des nombres 
premiers a une longue histoire, conjecture depuis le xvn e siecle, une forme faible demontree par 
Chebyschev en 1848, un programme de preuve par Riemann en 1851, demontre independamment par 
Hadamard et de la Vallee Poussin en 1896, il en existe aujourd'hui de nombreuses demonstrations. La 
plus elegante est sans doute celle expliquee par Kahane [Kah96] , que Ton trouvera detaillee par Bost 
dans [SB03]. Elle utilise la theorie des distributions, ce pourquoi je ne l'ai pas choisie pour ce cours 
de magistere l ere annee (L3). Celle que je propose vient de [New80] (voir aussi [Lan93]). Comme les 
demonstrations originelles, elle utilise les proprietes des fonctions analytiques que nous avons exposees 
dans ces notes. Elle en est done une conclusion naturelle. Treve de bavardage, voici l'enonce : 

Theoreme VI.4.1. Pour x G R, x > 0, soit n(x) le nombre de nombres premiers inferieurs ou egaux 
a x. On a 

n(x) ~ quand x — > +oo. 

In x 

Meme si la demonstration proposee ici est « courte », elle va prendre un peu de place. On commence 
par considerer la fonction 

p<x 

C'est une fonction reelle de variable reelle, une fonction en escalier, positive et croissante. Une des 
etapes de la demonstration est de montrer que <p(x) est equivalente a x quand x tend vers l'infmi. On 
commence doucement par : 
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Lemme VI.4.2. La fonction cp(x)/x est bornee. 
Demonstration. On ecrit 



2/i 



2** = (1 + = £ > > Yl pj 

fc=0 n<p<2n 

(parce que tous les nombres premiers compris entre n + 1 et 2n divisent C^J puis on prend les 
logarithmes des deux membres, obtenant 

<p(2n) — (f(n) = In p < 2nln2 

n<p<2n 

pour tout n £ N. Si x £ R, et n < x < n + 1, on a 

<p(2n) < <p(2x) < ip(2n) + ln(2x + 1) 
<p(n) < y(o;) < V 9 ^) + in ( x + !)■ 

Done 

p(2a:) - <p(x) < (p(2n) - tp(n) + ln(2x + 1) 

< 2nln2 +ln(2x + 1) 

< 2xln2 + ln(2x + l). 

La fonction ln(2x + l)/x est bornee superieurement par un M > 0, done on a pour tout i£R, 

<p(2x) - ip(x) < 2Cx 
pour une certaine constante C > In 2. Enfin, 



2/ r V4/ ~ 2 
...<... 

* (J) " * (2^) " ^ 

et done 

" V (gSl) < C(« + I + •••)< 2C7u. 

On en deduit que </?(x) < 2Cx pour tout x G R. □ 

On utilise ensuite un lemme sur la « transformee de Laplace » 

r+00 

g(z)= / f{t)e~ zt dt. 



Lemme VI.4.3. Soit f une fonction bornee et continue par morceaux sur R + . On suppose que la fonc- 
tion 

r+00 



r+00 

g(z) = / f(t)e~ zt dt, definie pour Re(z) > 
J 



/o 

se prolonge en une fonction analytique sur Re(z) > 0. Alors 

r+oo 

f(t)dt existe et vaut g{0). 







Ce lemme sera demontre plus bas (page 115). Utilisons le pour demontrer 
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Lemme VI.4.4. L 'integrate 

J\ X 

est convergente. 

Demonstration. On pose f{t) = (p(e t )e~ t — 1. C'est une fonction continue par morceaux (comme tp) 
et elle est bornee puisque ip(x)/x l'est (lemme VI. 4. 2). Le changement de variable x = e* donne 

r^J- — dx= / f(t)dt, 
x z Jo 

il suffit done de montrer que la transformee de Laplace de / est analytique sur Re(z) > et d'appliquer 
le lemme VI. 4. 3. On calcule done 

g(z) = / f(t)e~ zt dt = / (^(e*)e-* - l)e~ zt dt = / ^ j +2 dx. 
Jo Jo J 1 x 

Mais on a, en decomposant sur les intervalles d'un premier p au suivant p + sur lesquels <p est constante 

egale a C p = X^<pl n P (de sorte que C p -t 

+°° tp(x) 

i 



C p + lnp+) 




pe3> J ?> x 


pe? ^ 


dx 

x s+l 


pe3> 


' 1 


1 / Cp 


-E 

pe? 


1 x - Inp 

s h> pS 









C p + - lnp 



;+ 00 , dx $(z + 1) 1 



Done ici 

/•+oo 

«^ = / 

X 2; + 2 -2+1 

Nous savons (proposition VI. 3. 9) que h(s) = f»(s) est holomorphe pour Re(s) > 1, done 

s — 1 

*(z + l) 1 h(z+l) 



z + 1 z(z + l) z + 1 
est holomorphe sur Re(z) > et il en est de meme de 

$(z+l) 1 _ 1 M>+!) 



z+1 z z+1 z+1' 
e'est-a-dire de <?(z). On peut done appliquer le lemme VI. 4. 3. □ 

On en arrive ainsi a l'equivalence annoncee de <p(x) avec x. 

Proposition VI.4.5. On a ip(x) ~ x quand x — > +oo. 

Demonstration. On montre que 

(1) Pour tout A > 1, {x | tp(x) > Xx} est borne, 
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(2) pour tout fj, < 1, {x | (p(x) < fix} est borne. 

(p(x) (p(x) (p(x) 
Ainsi, pour x > M, on n'a ni > A > 1 ni < \i < 1, done tend vers 1 quand x tend 

xx x 

vers +oo. 

Montrons d'abord (1). Sinon, il existerait un A > 1 et un M > pour lesquels 

*>M^^M>A. 
x 

Mais alors, pour x > M, 

r\x _ t r\x Xx _ t 



r AX (pit) - 1 , r AX \x-t 7 . . , 

/ 2 dt > ^ — «t (V es t croissante) 

f x \ -u , 
= / — n — du en posant t = ux 
Ji u 2 



> et independant de x, 

ce qui empeche l'integrale de converger. Pour (2), supposons de meme qu'il existe un A > 1 et un 
M > tels que 

(p(x) 1 
x X 

Notons que la constante obtenue dans la demonstration du lemme VI. 4. 2 est superieure a 2 In 2 et en 
particulier a 1 (pas de contradiction a ce niveau !). On ecrit de meme 



dt < / -^-j— dt = / * du 



x/x t 2 Jx/X t 2 Jl/\ u 



u 



x t - (p(t) f 1 u - i , 

yK ' dt> / ^ du > 



done 

x/A t 2 Jx/\ t 2 ~ Ji/\ U 

et independant de x, ce qui, a nouveau, empeche l'integrale de converger. □ 

Demontrons enfin le theoreme des nombres premiers. 

Demonstration du theoreme VI. 4-1- On vient de voir que x ~ (pix) a l'infini, il suffit done de montrer, 

(P\ x ) 

ce que nous allons faire, que n(x) ~ . Remarquons d'abord que 

hix 

^p{ x ) = hip < In a; = ir(x) lnx. 

p<x P<x 

En plus, pour tout e > 0, on a 

^ hip > (1 — e)lnx, 

x 1— e <p<x x 1 ~ e <p<x 

et done 

(p(x) > (1 — e) lnx(n(x) — ir{x e )) > (1 — e)7r(z) In a; 1 



ir(x) J 

En utilisant le fait que 7r(a; 1_e ) < x l ~ £ et (ce que nous venons de remarquer) que w(x) > (p(x)/hix, 
on voit que 

7r(x 1_e ) ^ x 1 ~ e lnx 
ir(x) ~ (p(x) 
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Comme <p(x) ~ x, le rapport tt(x 1 ~ £ )/tt(x) tend vers quand x tend vers +00 et done, pour x > M, 
disons, on a 7r(x 1_e )/7r(x) < e. On a done montre que, pour tout e G]0, 1[, il existe un M tel que, pour 
x > M, on ait 

7r(x 1_£ )\ <^(x) 



7r(x) 



< 



7r(x) lnx 



< 1, 



(l_ e )2<(l_ e ) ^1 

ce qui donne le fait que ip(x)/ir(x) lnx tend vers 1 et l'equivalence voulue. 
II reste a demontrer le lemme sur la transformed de Laplace. 



□ 



Demonstration du lemme VI. 4-3. Remarquons d'abord que, comme / est bornee et continue par mor- 
ceaux sur R + , lorsque Re(z) > 0, l'integrale definissant g est convergente et definit bien une fonction 
analytique de z. De meme, pour T > 0, la fonction 

9t(z)= f T f(t)e- zt dt 
Jo 

est une fonction entiere. Nous voulons montrer, sous l'hypothese faite sur g, que <7t(0) a une limite 
quand T — > +00 et que cette limite est <?(0). L'hypothese sur g est que celle-ci se prolonge en une 
fonction analytique sur Re(z) > 0. On peut done choisir 5 > assez petit pour que g soit analytique 
au voisinage du chemin C (dependant de R > et de 8) compose de 

— l'arc du cercle \z\ = R defini par le demi-plan Re(z) > —5, 

— la corde Re(z) = — 5 de ce cercle. 

On ecrit la formule de Cauchy pour les valeurs en des fonctions analytiques g et de gx legerement 
modifiees par multiplication par une fonction qui vaut 1 en 0, 



5(0) - ffr(0) 



1 



(g(z)-ffr(z))ll + 



2iir Jc 

Appelons B un majorant de |/| sur R + . On a pour Re(z) > 0, 



R 2 Jz' 



\g(z) -gr(z)\ = 
D' autre part, si z = Re ld , on a 



f(t)e' zt dt 



r+00 


e -zt 






dt 









JTz 



1 + 



R 2 



e TRe(z) 

R 



R z 
~z + R 



,TRe(z) 



2 cos 9 



Be -TKc{z) 

Re(z) 

2e TRe(z) R(§ ( z ) 

R' 2 ' 



Ainsi, si C + designe le demi-cercle {\z\ = R, Re(z) > 0), on a 



1 

2Z7T Jc+ 



(g( Z )-g T ( Z ))[l + 



R 2 



dz 

z 



< 



ttR Be- TR& ^ 2e TR6 ^Re(; 
2vr Re(z) 



R 2 



B 
R' 



Designons par C le « reste » du chemin C (la partie sur laquelle Re(.z) < 0). On ecrit d'abord, pour 
Re(z) < 0, 

Be -Re(z)T 

Re{z) ' 

De plus, comme gx est entiere, elle n'a pas de pole du tout et son integrale sur C~ est egale a son 
integrale sur le demi-cercle S~ (\z\ = R, Re(z) < 0). Sur ce demi-cercle, la majoration ci-dessus pour 
l'autre facteur dans l'integrale donne 









9t{z)\ = 


[ T f(t)e- tz dt 


< B [ T e 




Jo 


Jo 



1 

2iTT 



c- 



gr(z)e 



Tz 



1 + 



R 2 



dz 

z 



< 



B 
R' 
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Posons h(z) 



1 + 



R 2 



I , une fonction holomorphe sur (Re(z) > 0) DC, independante de T. Sur 



tout compact de notre demi-plan Re(.z) < 0, e Tz tend vers (quand T tend vers l'infini) de meme que 
son produit avec h, on a done 

lim / h(z)e Tz dz = 0. 

On rassemble toutes ces estimations et on les emballe. Soit e > 0. Soit R > assez grand pour que 

— < e et soit T assez grand pour que (notre derniere estimation) 
R 



1 

2ii 



c- 



g{z)e 



Tz 



1 + 



R 2 



dz 

z 



< e. 



On a alors 

| 5 (0)-5r(0)| <3e 
done S't(O) tend bien vers g{0) comme annonce. 



□ 



Exercices 



Exercice VI. 1. Quel est le developpement en serie de Fourier de l/cosz pour Im(z) > 0? Celui de 
cotan z pour Im(z) > ? pour Im(z) < ? 

Exercice VI. 2. On a montre (remarque VI. 1.6) que 

1 x 2z 

7T COtan 7TZ = — h > 

ry — J 



z * z 2 — n 2 

n>l 



On developpe ici en serie de Laurent, sur le disque epointe de centre et de rayon 1, la fonction 

1 9r 1 +oc 

z 4r5 z 2 — n 2 z , n 

n>l n=l 



Verifier que 

A: 2 



g 2 n = 2C(2n)[ = 2^-^]. 



fc>i 

En deduire la formule dEuler 

(les -Bj sont les nombres de Bernoulli introduits dans l'exercice 1.44) et, en utilisant les valeurs des B 2 i 
obtenues dans ce meme exercice 1.44, en deduire les valeurs de £(2) (encore...), £(4) et C(6)- 
La fonction cotangente est solution de l'equation differentielle 

/ -i 2 

y = -l-i/ 

done la serie 

,.1+^2* 

= - + E 

est solution de 



z 

n=l 
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En deduire (toujours...) que £(2) = it /6 et, pour n > 2, la formule « recursive 

^ + -JC(2n) = ^C(2A:)C(2n-2fc) 

qui permet de calculer, de proche en proche les (,(2n) a partir de C(2)- 
Exercice VI.3. Montrer que 

vr _ y, (-l)" +1 (2n- 1) 



COS TTZ *— j / lV o 

n>l I n — 2 J — -2 



En deduire que Ton a 



7T 1 1 

- = 1 -- + ••• + (-1 )" + 

4 3 v ' 2n + 1 



Exercice VIA (La fonction $). Soit r un nombre complexe tel que Im(r) > et soit q = e mr . Montrer 
que la serie 

53 (-l)>« 2 e 2 ™ z 

— oo<n<+oo 

converge uniformement sur tout compact^ 2 ' de C. 

On designe par $ la somme de cette serie. Montrer que 

•d{z + \) = ti{z), 

${z + t) = -q- l e- 2 ™ z d{z). 

Montrer que ft n'est pas identiquement nulle. On pourra montrer par exemple que 

i2n 2 



f 1 \${x)\ 2 dx = 1 + 2 V \q\ 

J ° n>l 



Montrer que les nombres m + (n + |J r sont des zeros de En evaluant l'integrale de la fonction 
sur le contour d'un parallelogramme de periodes bien choisi, montrer que $ n'a pas d'autre zero. 
Voir aussi l'exercice VI. 17. 

Exercice VI.5. Montrer que si 

I 

p(z) = -x + a 2 z 2 + a 4 z 4 H h a 2ri -z 2n H 

z z 

est le developpement de Laurent de la fonction p a l'origine, l'equation differentielle verifiee par p 
permet de determiner par recurrence les coefficients a<m avec n > 3 comme polynomes en a 2 et a^. 
Determiner effectivement a§ et ag. 

Exercice VI.6 (Zeros et poles, ordre d'une fonction elliptique). On donne un reseau A, engendre par u 
et v. On appelle parallelogramme de periodes tout parallelogramme de sommets t, t + u, t + u + v, t + v 
(pour t G C). Soit / une fonction meromorphe biperiodique par rapport a ce reseau, non identiquement 
nulle (ce qu'on appelle une fonction elliptique^). 

(1) Montrer que / a un nombre fini de poles dans chaque parallelogramme de periode et, de meme, 
qu'elle y a un nombre fini de zeros. 

(2) Montrer que la somme des residus de / en ses poles d'un meme parallelogramme de periodes 
est nulle. 



^C'est aussi une serie de Fourier. 

^'On trouvera de nombreux resultats et exercices sur les fonctions elliptiques, par exemple dans [WW96], une bonne 
occasion de faire de la publicite pour cet immortel ouvrage. 
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(3) Soit c £ C U {00} . Montrer que le nombre de solutions de l'equation f{z) = c dans un pa- 
rallelogramme de periodes est independant de c. On appelle ce nombre Vordre de la fonction 
elliptique /. Montrer que l'ordre d'une fonction elliptique est toujours au moins egal a 2. Quel 
est l'ordre de p ? de p' ? 

(4) Soit C le contour bord d'un parallelogramme de periodes (parcouru dans le sens direct) choisi^ 4 -* 
tel qu'aucun zero ni pole de / ne soit sur C. Montrer que 

1 r z f'( z ) j 

/ V dz 6 A. 

2m Jc f(z) 

En deduire que la difference entre la somme des zeros et la somme des poles de / dans un 
parallelogramme de periodes est un element du reseau A. Combien la fonction p a-t-elle de 
zeros dans un parallelogramme de periodes ? Que vaut la somme de ces zeros ? 

Exercice VI.7 (Les racines de 4X 3 — g 2 X — g 3 ). Cet exercice est la suite du precedent, dont il utilise 
les notations et les resultats. On pose 
u v 

wi = -, to 2 = -, uj 3 = -uji-lj2 et ej = p(Ui) pour 1 = 1,2,3. 

Montrer que p'(<jJi) = 0. Combien p' a-t-elle de zeros dans un parallelogramme de periodes? Quels 
sont ces zeros ? 

Montrer que p(z) — e, a un zero double en z = w;. Quels sont les zeros de p(z) — ei ? Montrer que 
e 1; &2 et e3 sont trois nombres distincts et que ce sont les trois racines du polynome 4X 3 — g 2 X — g% 
(celles-ci sont done simples). 

Exercice VI.8 (La formule d'addition). Cet exercice utilise les notations et les resultats de l'exer- 
cice VI. 6. Soient x et y deux nombres complexes. Montrer que le systeme lineaire 

p'(x) = Ap{x) + B 
p'(y)=Ap(y) + B 

determine uniquement deux nombres complexes A et B (dependant de a et y) pourvu que x y et 
—y mod A. Montrer qu'alors, la fonction 

z 1 > p\z) - Ap{z) - B 

a exactement trois zeros dans un parallelogramme de periodes et que ceux-ci sont congruents a x, y 
et —x — y modulo A. On a done 

p\-x -y) = Ap(-x — y) + B. 

En eliminant A et B, montrer que 

p(x) p'(x) 1 
p(y) p'(y) 1 =0. 
p(x + y) -p'(x + y) 1 

Exercice VI.9 (Loi de groupe sur une cubique). Soit K un des trois corps Q, R ou C (que Ton 
considerera comme un sous-corps de C lorsque ce sera necessaire) et soit P £ K[X] un polynome de 
degre 3 sans racine multiple. On considere la courbe 

e = {(x,y)£K 2 \y 2 = P(x)}. 



^ 4 'Cette precaution vaut des que necessaire sans qu'elle soit toujours explicitement mentionnee. 
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Soient A et B deux points de C (non symetriques l'un de l'autre par rapport a l'axe des x). Montrer 
que la droite AB (la tangente a C en A si A = B) coupe C en un troisieme point C . On appelle C le 
symetrique*- 5 ' de C par rapport a l'axe des C et on pose 

A + B = C. 

Pour prolonger cette loi en une loi de composition interne sur C, on convient d'ajouter un unique point 
« a 1'infini » a C, qui est aussi sur toutes les droites paralleles a l'axe des y. On note ce point 0. 

Montrer que + est une loi de composition interne sur C = Cu{0}, qu'elle est commutative, possede 
un element neutre et que tout element possede un inverse. Remarquer aussi que Ton a 

A + B + C = 0&A,BetC sont alignes. 

En admettant que + est aussi associative, on a ainsi une loi de groupe commutative sur la « cu- 
bique » C. Determiner les elements d'ordre 2, d'ordre 3. 
On considere maintenant K C C et on suppose que 

P(X) = 4X 3 - g 2 X - g 3 

est le polynome associe a un reseau A de C. Ainsi on a une application 

(p,p'):C-A >C 

que l'on prolonge en envoyant les points de A sur le point 6 6. Montrer qu'on a ainsi defini une 
bijection 

$ : C/A ► 6. 

En utilisant les formules d'addition (exercice VI. 8), montrer que 

<£>(x + y) = $(x) + $(y). 
En deduire que la loi + definie sur C est associative. 
Question subsidiaire. Combien y a-t-il de points d'inflexion sur C ? 

Exercice VI. 10 (La fonction p comme fonction de variable reelle). Montrer que le reseau A engendre par 
1 et r (avec Imr > 0) est invariant par conjugaison complexe si et seulement si Rer E ^Z. Verifier 
qu'alors le polynome 4X 3 — g 2 X — g 3 est reel et determiner, suivant que Re r € Z ou pas, le nombre de 
racines reelles de ce polynome. Dessiner le graphe de la fonction 1 1— > p{t) pour t £ R et, si Rer G Z, 
celui de 1 1->- p(Z + 1). Verifier vos resultats en contemplant les figures 2 et 3 ou r = 2i et ou, comme 
on le voit sur la couverture de ce cours, la couleur represente l'argument de la fonction, rouge = 
mod 27r, etc. 

Exercice VI. 11 (Une application du theoreme des residus). Soit / une fonction entiere dont tous les 
zeros ai, . . . , Ofc, . . . sont simples. On les range de fagon que 

< \ a 2\ < - - - < < ' ' ' 

et on suppose que 

lim |ofe| = +oo. 

(1) Montrer que g = f'/f a un pole simple avec residu 1 en chacun des at (et n'a pas d'autre pole). 



On est prie de faire une figure dans le cas K = R. 
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(2) On suppose qu'il existe une suite de nombres positifs R m tendant vers +00 telle que le cercle 
C m de centre et de rayon R m ne passe pas aucun des points a k et telle que \g\ est bornee sur 
C m par une constante independante de m. Soit u G C, u / a k . Montrer que 

1 



Im Jc 



9{u) + T,\a k \<R m " d ' une P art 

a k ' 2iTrJ Cm z(z - u) 



g(z) , y ^\<^a k -u 
■ dz - 



2mJc - Z ~ U ~ We K |<^- + ^/ -f^dz del'autre 

1 fcl ^ m at 2i7rJcm z{z - u) 

(en supposant g analytique au voisinage de 0). En deduire que 

g(u)=g(0)+J2 f — ^ H — 



fceN 



(3) Montrer que 

(4) Montrer que 



'/•'Aid 4 --L'\»-«/ 



*-n 

n=l 



nn J J I V nir J 



e ~' n7r 



Exercice VI. 12 (La fonction T). Pour chaque entier n, on considere la fonction holomorphe g n definie 
par 

g n (z) = z(l+z) (i + I) " " " (i + ^) 

On pose 

Soit log la determination principale du logarithme. 

(1) Montrer que la serie En>i fn(z) converge normalement sur tout compact de C. 

(2) En deduire que la suite de fonctions g n converge normalement sur tout compact de C vers une 
fonction holomorphe g(z). 

(3) La fonction T est definie par T(z) = —^r- Montrer qu'elle est meromorphe sur C. Determiner 

9{z) 

ses poles et leur ordre. 

(4) Montrer que 

't(z+1) = zT(z) 
T(l) = l 
et calculer T(n + 1) pour n G N. 

Exercice VI. 13 (La fonction T (suite)). On rappelle que la suite (1 + • ■ ■ H logn) converge vers une 

n 

limite finie, la constante d'Euler, notee 7. Montrer que 



m = vn(i + 

En deduire que 



72 _ / r \ -1 



e -| — |- / _ z 

n 



T{z)T(-z) = ^- — -, puis que r(z)r(l - z) 



Calculer V 



TTZ) Sin7TZ 

2 
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Exercice VI. 14 (La fonction T (suite)). Montrer que, pour Re z > 0, 

r+oo 

T(z) = / e~H z - l dt. 
Jo 

Exercice VI. 15 (La fonction T (suite)). Montrer la relation fonctionnelle 

r(*)r =V^2 1 - 2z r(2z). 

On pourra considerer la fonction 

F , z) _m + r M)_ 2 hm 

( j " m r(*+|) r(2z) 

et montrer qu'elle est constante. 

Exercice VI. 16. On cherche a determiner toutes les fonctions holomorphes g sur C ayant — N comme 
ensemble de zeros simples, verifiant g{\) = 1 et telles que 

V^g(z)g (z+ l ^J=2**- 1 g{2z). 

Soient g\ et g^ deux telles fonctions. Montrer que le rapport h = g\/g2 est holomorphe sur C et 
verifie 

h(l) = l et h(z)h (z + = h(2z). 

Montrer que h ne s'annule pas. En deduire qu'il existe une fonction / holomorphe sur C telle que 

h = e f et /(l) = 0. 

En deduire les relations fonctionnelles verifiees par /, puis par /'. Montrer que /' est constante, en 
deduire f,het resoudre le probleme. 

Exercice VI. 17 (La fonction $ (suite)). On utilise les notations de l'exercice VI. 4. Montrer que le produit 
infini 

[] ((l - q 2n - l e 2mu ) (l - q 2n - l e- 2i ™)) 

n>l 

definit une fonction f(u) holomorphe dans le plan de la variable complexe u. Quels sont les zeros de 
/? Montrer que //t? est doublement periodique et entiere. En deduire que 

f(u) = c ■ $(u) 

ou c est une constante. 

Exercice VI. 18 (Un theoreme de Weierstrass). Soit (\k)k£~N une suite de nombres complexes. On se 
demande s'il existe une fonction holomorphe sur C dont les zeros sont les 

(1) On suppose la suite bornee. Le probleme a-t-il une solution? 

(2) Pensez-vous que la formule JJ(z — A&) donne une solution? 

(3) On suppose maintenant que 

lim |Afc| = +oo 

et que tous les A& sont differents de 0. Pour tout k > 1, on considere la fonction definie par 
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Supposons que z verifie \z\ < R. Montrer que, si k est assez grand, on a |Afc| > 2\z\ et, en 
appelant log la determination principale du logarithme, que la fonction 

z 



log 



1 



est bien definie. Montrer la majoration 



log 



En deduire que la serie 



1 



E k (z) 
z 

AA: 



E k {z) 



< 



z 



E k (z) 



converge uniformement sur les compacts de C. Que peut-on dire du produit infini 



n i 



k=l 



E k {z)l 



Resoudre le probleme pour une suite generale (X k ) tendant en module vers l'infini (et dont 
peut-etre certains termes sont nuls). 
(4) On a construit une fonction entiere' 6 ' / avec un zero en chaque Pensez-vous que la fonction 
/ se prolonge en une fonction holomorphe sur C ? meromorphe sur C ? 

Exercice VI. 19. Existe-t-il une fonction analytique / definie sur un ouvert connexe U contenant et 
telle que, pour tout n tel que 1/n G U, 

^ In 



^ 6 ^Cette demonstration vient du livre de Rudin [Rud75]. 
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La plupart de ces notices biographiques sont extraites de Y Encyclopaedia Universalis dont je re- 
mercie les auteurs pour leur contribution a ces notes... Je n'ai aucune responsabilite dans le style 
grandiloquent de certaines d'entre elles (« Gauss nous apparait comme le flambeau qui a montre la 
route a de nombreuses generations de mathematiciens et illumine l'avenir comme nul autre ne l'a fait » 
- une belle metaphore filee, mais, chacun son style !). Dans le genre hagiographique, on pourra aussi 
consulter [Rem91], dont on lira avec profit l'introduction et les nombreuses remarques historiques, et 
dans lequel j'ai puise et copie certains renseignements utiles. 



Niels Henrik Abel, 1802-1829 

A l'aube du xix e siecle, le mathematicien norvegien N. H. Abel allait revolutionner sa science, 
et Hermite a pu declarer : « II a laisse aux mathematiciens de quoi s'occuper pendant cinq cents 
ans. » D'abord algebriste, il etablit l'impossibilite de resolution par radicaux des equations algebriques 
de degre > 5 et sa methode ouvrait la voie aux travaux de Galois sur les groupes de substitution 
des racines d'une equation. En analyse, il est le fondateur, avec Jacobi, de la theorie des fonctions 
elliptiques, et son nom figure, aux cotes de ceux de Gauss et de Cauchy, parmi les legislateurs du 
calcul infinitesimal qui ont assis ce dernier sur des bases solides et rigoureuses^. [Jean-Luc Verley] 



Archimede, 287 av. notre ere-212 av. notre ere 

Lorsque, en 212 avant notre ere, les troupes de Marcellus entrerent par surprise dans Syracuse, 
le siege de la ville durait depuis trois ans. La superiorite technique de Syracuse en imposait, ce qui 
explique en partie la longueur du siege. Elle se concretisait pour les Romains en un seul nom, celui 
de l'ingenieur prestigieux charge depuis longtemps de la direction des travaux portuaires, navals et 
militaires : Archimede. 

On comprend les consignes severes du consul, qui tenait a l'avoir vivant et respecte. Le concours 
d'un tel homme eut ete un secours precieux dans la lutte contre Hannibal toujours menagant. Mais 
un gros nigaud de village, encore tout apeure, termina d'un coup d'epee la vie d'un des plus grands 
mathematiciens de tous les temps. [Rene Taton] 



II est aussi l'auteur de la toute premiere version du principe des zeros isoles. [ma] 
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Jakob Bernoulli, 1654-1705 

Originaire d'Anvers, mais fixee a Bale depuis la fin du xvi e siecle, l'illustre famille des Bernoulli a 
donne en moins de trois generations une pleiade de mathematiciens. Adeptes enthousiastes du calcul 
infinitesimal alors en pleine elaboration, les freres Jakob et Jean ont joue un role de premier plan® 
dans la clarification et la diffusion de ce nouveau calcul qui allait atteindre sa plus grande puissance 
entre les mains de leur eleve L. Euler. Leur correspondance avec les plus grands mathematiciens 
de l'Europe constitue un extraordinaire panorama de l'activite scientifique a l'aube du xviii 6 siecle. 
Daniel Bernoulli, fils de Jean, est surtout celebre pour avoir applique avec succes a la physique le 
calcul infinitesimal et le calcul des probabilites elabores par son pere et son oncle. 

Friedrich Bessel, 1784-1846 

Ne a Minden en Westphalie, Bessel commenga a travailler tres jeune comme commis. Attire par la 
navigation maritime, il s'interessa aux observations nautiques, construisant lui-meme son sextant et 
etudiant l'astronomie a ses heures de liberte. II calcula la trajectoire de la comete de Halley, resultat 
qui fut immediatement publie et lui permit d'obtenir, en 1806, un emploi d'assistant a l'observatoire 
de Lilienthal. En 1810, il devint directeur du nouvel observatoire de Konigsberg, tout en poursuivant 
des etudes mathematiques. II dut enseigner les mathematiques a ses etudiants en astronomie jusqu'en 
1825 (date a laquelle Jacobi vint enseigner cette matiere a Konigsberg). Pour mieux connaitre la 
position des etoiles, il classifia les observations que J. Bradley avait faites a Greenwich, calculant les 
positions de 3 222 etoiles et il etablit en 1830 un systeme de classification. Toute sa vie fut consacree a 
l'astronomie (il ecrivit plus de 350 articles) et, peu avant sa mort, il commenga l'etude du mouvement 
d'Uranus, probleme qui devait aboutir a la decouverte de Neptune. 

En mathematiques, Bessel est connu pour avoir introduit les fonctions qui portent son nom, les 
utilisant pour la premiere fois, en 1817, lors de l'etude d'un probleme de Kepler, et les employant plus 
completement sept ans plus tard pour etudier les perturbations planetaires. [Jacques Meyer] 

Bernard Bolzano, 1781-1848 

Bernard Bolzano, ne a Prague, est de langue et de culture allemandes. Apres des etudes de theologie, 
de philosophie et de mathematiques, il est or donne pretre en 1805 et nomme professeur de science de 
la religion a l'universite de sa ville natale. Son enseignement et sa predication trouvent un profond 
echo parmi ses auditeurs. Ses remarques critiques sur l'organisation de la societe apparaitront comme 
menagant l'ordre etabli dans l'Empire d'Autriche ; en 1820, Bolzano sera destitue de ses fonctions de 
professeur. Le gouvernement lui interdira toute activite publique, y compris la publication de textes 
scientifiques, et le fera surveiller par la police. Bolzano passera une vingtaine d'annees a l'ecart de la 
vie scientifique et travaillera a ses grandes ceuvres : Wissenschaftslehre (Theorie de la science), qui 
paraitra en Allemagne en 1837, et Grossenlehre (Theorie de la grandeur). Pendant les dernieres annees 
de sa vie, il fera paraitre des memoires de physique et d'esthetique. II laissera une tres grande partie 
de son ceuvre manuscrite, dont seules les Paradoxien des Unendlichen (Paradoxes de l'infini) seront 

^Les nombres de Bernoulli sont apparus dans l'oeuvre de Jakob Bernoulli via des sommes de puissances, dans des cas 
particuliers de la formule 

k 

1 +2 h n = — — -n + -n + > —rCj^n J ■ 

k + 1 2 ^— t ? J 

[ma] 



AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY, 1789-1857 
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publiees des 1851. Son utopie Von dem besten Staate (Du meilleur Etat) et sa Functionenlehre (Theorie 
des fonctions) ne verront le jour que dans les annees 1930 ; la Grossenlehre et le tres important journal 
mathematique Miscellanea mathematica sont actuellement en cours de publication. 

Mathematicien, il innove dans plusieurs domaines ; mais bon nombre de ses decouvertes restent 
trop longtemps inedites. Avec Gauss, Abel et Cauchy, il participe a la reforme de Panalyse dans le 
premier tiers du xix e siecle. II s'efforce de construire une premiere theorie des nombres reels et est, 
avec Weierstrass, l'un des createurs de la theorie des fonctions reelles. Par sa doctrine des ensembles 
et ses recherches sur l'infini, il ouvre aux mathematiques un champ nouveau que sauront exploiter 
Cantor et Dedekind, mais il ne parvient pas a le constituer en une theorie coherente. 

En somme, Bolzano peut etre considere comme le premier mathematicien et logicien qui s'est 
consacre a la recherche des fondements au sens moderne du terme. [Jean Sebestik] 



Emile Borel, 1871-1956 

Ne a Saint- Affrique (Aveyron), regu a dix-huit ans premier a la fois a I'Ecole polytechnique et a 
I'Ecole normale superieure, Emile Borel opte pour cette derniere qui lui permettait mieux de se livrer 
a la recherche fondamentale. II y rencontre le mathematicien Paul Appel, dont il epousera la fille. 
Les relations de Borel et de sa femme avec les milieux scientifiques et universitaires les amenaient a 
connaitre et a frequenter l'intelligentsia de l'epoque : c'est ainsi qu'il dejeuna regulierement, pendant 
plusieurs annees, en tete a tete avec Paul Valery, pour parler de mathematiques ; d'autre part, l'amitie 
de Borel avec le mathematicien Paul Painleve, futur president du Conseil, contribua a l'orienter vers 
la politique. 

Grand mathematicien, mais aussi homme politique et philosophe, Emile Borel laisse une ceuvre 
scientifique tres variee. Son talent s'exprime dans l'art d'ouvrir des voies nouvelles, d'y faire des pre- 
miers pas, assez importants pour attirer l'attention de nombreux chercheurs et les inciter a s'y engager 
a leur tour. Les recherches de Borel se sont deroulees successivement dans deux domaines differents : 
jusqu'a la Premiere Guerre mondiale, il s'interesse surtout a la theorie des fonctions ; les problemes 
scientifiques poses par la guerre l'amenerent, pendant la seconde partie de sa vie, a s'interesser au 
calcul des probabilites et a la physique mathematique. Toutefois, le passage d'un domaine a l'autre a 
ete graduel. [Maurice Frechet] 



Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857 

Parisien de naissance, Augustin-Louis Cauchy est remarque pour sa precocite par Lagrange et 
Laplace, amis de sa famille. 

D'abord eleve a I'Ecole polytechnique, puis pendant quelques annees ingenieur des Ponts et 
Chaussees, il se consacre entierement aux mathematiques pures a partir de 1813. Professeur a I'Ecole 
polytechnique et a la Sorbonne, membre de l'Academie des sciences depuis 1816, Cauchy, legitimiste 
convaincu, refusa de prefer serment a Louis-Philippe en 1830 et s'exila d'abord a Turin, ou fut creee 
pour lui une chaire de physique mathematique ; il fut ensuite appele pendant quelque temps a donner 
des legons au due de Bordeaux, pretendant legitimiste au trone, avant de regagner enfin Paris en 
1838, ou on lui permit, en le dispensant du serment, de reprendre sa chaire a I'Ecole polytechnique; 
il y enseigna jusqu'a sa mort. [Jean Dieudonne] 
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Felice Casorati, 1835-1890 

Professeur a Padoue. 

Jean Le Rond d'Alembert, 1717-1783 

L'un des mathematiciens et physiciens les plus importants du xvm e siecle, d'Alembert fut aussi un 
philosophe marquant des Lumieres. Dans les sciences aussi bien qu'en philosophie, il incorpora la tra- 
dition du rationalisme cartesien aux conceptions newtoniennes, ouvrant la voie du rationalisme scien- 
tifique moderne, du moins dans sa direction physico-mathematique. II developpa le calcul differentiel 
et integral (calcul aux derivees partielles), generalisa et etendit la mecanique newtonienne et ses ap- 
plications (principe de d'Alembert, hydrodynamique, probleme des trois corps) : son ceuvre represente 
une etape decisive avant celles de Lagrange et de Laplace. Ses analyses epistemologiques originales 
constituent une veritable philosophie des sciences liee a une theorie de la connaissance tributaire de 
Locke et Condillac et annoncent, par leur modernite, bien des developpements ulterieurs. Codirec- 
teur avec Diderot de l'Encyclopedie, dont il redigea beaucoup d'articles, ami de Voltaire, membre de 
nombreuses academies, il fut un des protagonistes les plus eminents de la lutte des Lumieres contre 
l'absolutisme religieux et politique. [Michel Paty] 

Charles Jean Gustave Nicolas baron de la Vallee Poussin, 1866-1962 

Mathematicien beige, ne a Louvain et mort a Bruxelles. Charles de La Vallee-Poussin' 9 ) enseigna a 
l'universite de Louvain de 1891 jusqu'a sa retraite. II fut membre de l'Academie beige (1909), membre 
associe etranger de l'Academie des sciences (1945), membre honoraire de la London Mathematical 
Society (1952), president honoraire de l'Union mathematique internationale. 

La Vallee-Poussin est surtout connu pour avoir, en 1896, en meme temps que Jacques Hadamard 
mais independamment de lui, trouve la premiere demonstration du theoreme des nombres premiers, 
objet de recherches depuis pres d'un siecle (Sur la fonction £(s) de Riemann et le nombre de nombres 
premiers inferieurs a une limite donnee, 1896). On lui doit egalement des travaux sur l'approximation 
des fonctions par des polynomes et par des fonctions trigonometriques (Legons sur l'approximation des 
fonctions d'une variable reelle, 1919), sur les series trigonometriques (test de convergence, theoreme 
d'unicite, methode de sommation) et sur la theorie du potentiel (Le Potentiel logarithmique, 1949). 

La Vallee-Poussin est l'auteur d'un celebre traite, Cours d'analyse, en deux volumes (1903 et 1906), 
qui fut suivi d'Integrales de Lebesgue, fonctions d'ensemble, classes de Baire (1916). [Jacques Meyer] 

Leonhard Euler, 1707-1783 

Avec Joseph-Louis Lagrange, son emule plus jeune, Leonhard Euler est l'un des deux geants 
mathematiques qui ont domine la science du xvm e siecle. Ses travaux, d'une abondance inegalee, 
couvrent tout le champ des mathematiques, de la mecanique celeste et de la physique de son epoque. 
II a renouvele l'articulation entre les secteurs mathematiques, fixe la plupart des notations du calcul 
infinitesimal que nous utilisons encore, developpe la theorie des nombres de Fermat et systematise la 
geometrie analytique de Descartes tout en l'etendant du plan a l'espace ; en mecanique et en elasticity, 
il a ete le premier a pouvoir utiliser les developpements contemporains de l'analyse (dont beaucoup lui 



Le « Poussin » de son nom vient d'une lointaine parente par alliance avec le peintre Nicolas Poussin. 



JOSEPH FOURIER, 1768-1830 
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etaient dus) en les conjuguant avec les principes de la physique newtonienne sur des bases theoriques 
solides. [Christian Houzel et Jean Itard] 

Leonardo Fibonacci, 1170 env.-env. 1250 

Mathematicien italien, ne et mort a Pise. Connu aussi sous le nom de Leonard de Pise, Leonardo 
Fibonacci fut eduque en Afrique du Nord, ou son pere, marchand de la ville de Pise (l'un des plus 
grands centres commerciaux d'ltalie, a l'epoque, au meme rang que Venise et Genes), dirigeait une 
sorte de comptoir ; c'est ainsi qu'il eut l'occasion d'etudier les travaux algebriques d'al-Khuwarizmi. Par 
la suite, Fibonacci voyagea dans tout le monde mediterranean, rencontrant de nombreux scientifiques 
et prenant connaissance des differents systemes de calcul en usage chez les marchands de l'epoque. 
De toutes les methodes de calcul, il jugea celle des Arabes la plus avancee. Aussi, de retour a Pise, il 
publie en 1202 un ouvrage, Liber abbaci, ou, le comparant au systeme romain, il expose le systeme de 
numeration indo-arabe. II est le premier grand mathematicien a l'adopter et a le vulgariser aupres des 
scientifiques. Son ouvrage contient egalement la plupart des resultats connus des Arabes en algebre 
et en arithmetique (racines carrees, racines cubiques, equations du premier et du second degre). En 
1220, il publie Practica geometriae, qui recense toutes les connaissances de l'epoque en geometrie et 
en trigonometrie (ecrits d'Euclide et des autres mathematiciens grecs, transmis par des manuscrits 
arabes ou traduits par des Italiens) ; en particulier, l'ouvrage contient la formule de Heron donnant 
l'aire du triangle en fonction des longueurs des trois cotes. 

Mais Fibonacci ne se contenta pas de faire connaitre les travaux des Anciens et d'etre a l'origine 
de la renaissance des etudes mathematiques en Occident, il poursuivit aussi ses propres travaux. Sa 
reputation scientifique etait telle que l'empereur Frederic n s'arreta a Pise pour le voir et lui poser 
des « colles » (cette sorte de competition entre scientifiques devait se developper au xvi e et au XVII 6 
siecle) . La resolution de ces problemes (les plus celebres etant : trouver un nombre x tel que x 2 + 5 et 
x 2 — 5 soient tous deux des carres ; resoudre l'equation du troisieme degre x 3 + 2x 2 + Wx = 20) ainsi 
que la resolution d'autres problemes de meme nature sont contenues dans Liber quadratorum (1225). 
Notons enfin que Fibonacci est a l'origine d'une suite recurrente qui porte son nom, suite dont les 
deux premiers termes sont et 1 et dont le terme d'ordre n + 1 est egal a la somme des deux termes 
d'ordre n et n — 1 pour tout n superieur ou egal a 2. [Jacques Meyer] 

Joseph Fourier, 1768-1830 

Issu d'un milieu pauvre d'Auxerre, Fourier demeure longtemps inconnu des milieux scientifiques 
parisiens. Lorsque, en 1789, il envoie a l'Academie un memoire sur l'approximation des racines des 
equations polynomials, la tourmente revolutionnaire voue a l'echec cette premiere tentative de faire 
connaitre ses travaux. D'ailleurs, la Revolution faillit etre tres funeste a sa propre personne. Fourier 
s'eloigne de sa ville natale pour suivre les cours de l'Fcole normale de l'an III. II s'y fait remarquer 
de Monge, Laplace et Lagrange et, a la fondation de l'Ecole polytechnique, il est nomme assistant 
de Lagrange ; il lui succedera en 1797. Ses recherches suivent la variete de ses enseignements : des 
equations numeriques a la mecanique rationnelle. En 1798, il accompagne le corps expeditionnaire 
frangais en Egypte et manifeste un vif interet pour les monuments antiques et leur interpretation, 
pour le calcul des erreurs d'observations et pour la statistique. En aout 1799, il devient administrateur 
civil de 1' Egypte. 

De retour en France en 1802, il est nomme par Napoleon prefet a Grenoble. Bon diplomate, Fourier 
reussit a harmoniser les differentes tendances politiques en presence. Mais le prefet consciencieux 
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reste geometre. En 1804, il prepare une publication de ses travaux sur les equations numeriques 
qui ne paraitra que plus tard. Peu apres, il edifie sa theorie de la propagation de la chaleur et, en 
1807, presente sur ce sujet un memoire a l'Academie, memoire que celle-ci couronnera en 1812. A 
la suite de son attitude ambigue lors des evenements de 1814-1815, il revient a Paris totalement 
demuni. Heureusement, nomme directeur du Bureau de la statistique du departement de la Seine, il 
peut s'adonner plus librement a ses activites scientifiques. Ce n'est qu'alors qu'il commence a publier 
regulierement : theorie de la chaleur, equations numeriques, statistiques. En avril 1816, le roi refuse 
d'enteriner son election comme academicien libre. II acceptera pourtant, le 21 mai 1817, d'enteriner 
une nouvelle election, nommant ainsi Fourier membre de la section de physique. Celui-ci fait alors 
partie de la communaute scientifique et, quelques mois apres avoir publie son ceuvre majeure, Theorie 
analytique de la chaleur, devient en 1822 secretaire perpetuel de l'Academie des sciences. II meurt, 
le 16 mai 1830, laissant pres de soixante publications dont une, inachevee, l'Analyse des equations 
determinees. 

C'est surtout grace a la serie et a l'integrale qui portent son nom que le mathematicien frangais 
Joseph Fourier est connu du mathematicien et du physicien modernes ; mais il a aussi ameliore les 
techniques d' approximation des racines des equations polynomiales. En fait, ses interets furent des 
plus varies, allant de la physique experimental a l'egyptologie. 

Jusqu'a l'age de quarante-sept ans, il partage son temps entre de lourdes taches administratives et 
son amour des sciences exactes. II enseigne quelques annees a l'Ecole polytechnique, puis, vers la fin 
de sa vie, est secretaire perpetuel de l'Academie des sciences. Son influence est alors grande sur une 
generation de jeunes mathematiciens, tels Charles Sturm, Ostrogradski, Lejeune-Dirichlet et Liouville. 
[Louis Charbonneau] 



Carl Friedrich Gaufi, 1777-1855 

L'ceuvre du mathematicien allemand Carl Friedrich Gauss (ne a Brunswick, mort a Gottingen) est 
un monument d'une ampleur et d'une richesse sans egale : non seulement il y a Gauss mathematicien, 
mais il y a aussi le calculateur, le geodesien, l'astronome, et il ne faut pas oublier qu'il a pratiquement 
consacre les vingt dernieres annees de sa vie a l'etude du magnetisme. 

Du vivant de Gauss deja, son genie inspirait a ses contemporains une veneration un peu crain- 
tive, et nul n'aurait ose lui contester le titre de princeps mathematicorum^ 1 ^ dont on le designait 
communement. II faut preciser que non seulement les decouvertes de Gauss le mettent hors de pair, 
mais que leur position dans l'histoire des mathematiques est absolument unique. On peut dire sans 
exageration qu'il a, a lui seul, incarne toute la mathematique pendant un tiers de siecle, car, de tout 
ce qui s'est publie de 1797 a 1827 environ, il est peu de travaux qui ne lui soient dus ou qu'il n'ait 
anticipes et parfois (comme par exemple dans ses theoremes sur la fonction modulaire) c'est presque 
de trois quarts de siecle qu'il a devance son temps. Place comme a point nomme a la jonction de deux 
grandes epoques de la science, Gauss nous apparait comme le flambeau qui a montre la route a de 
nombreuses generations de mathematiciens et illumine l'avenir comme nul autre ne l'a fait. [Pierre 
Costabel et Jean Dieudonne] 



Ce qui veut evidemment dire « prince des mathematiciens ». [ma] 



PIERRE SIMON DE LAPLACE, 1749-1827 
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Jacques Hadamard, 1865-1963 

Le mathematicien Jacques Hadamard (ne a Versailles, mort a Paris) a eu une grande influence sur 
l'ecole frangaise de mathematiques au debut du siecle. S'il reste l'heritier de la grande tradition des 
analystes du xix e siecle dans ses travaux sur les fonctions analytiques, dont il tire de belles consequences 
arithmetiques^ 11 ), il apparait aussi comme un precurseur dans la theorie des equations aux derivees 
partielles, dont il est un des fondateurs sous sa forme moderne. [Jean-Luc Verley] 

Camille Jordan, 1838-1921 

Camille Jordan est ne a Lyon, d'une famine aisee : son grand-pere etait l'homme politique royaliste 
dont il porte le prenom, son pere etait polytechnicien et sa mere etait la sceur du peintre Puvis de 
Chavannes. En 1855, a dix-sept ans, il est recu premier a l'Ecole polytechnique et sort de l'Ecole 
des mines en 1861 ; il sera, du moins en titre, ingenieur charge de la surveillance des carrieres de 
Paris jusqu'en 1885, ce qui n'empechera pas une intense activite de recherche mathematique. Nomine 
examinateur a l'Ecole polytechnique en 1873, puis professeur en 1876, il entre a l'Academie des sciences 
en 1881 puis succede a Joseph Liouville au College de France deux annees plus tard. De 1885 a 1921, 
il assume la direction du Journal de mathematiques pures et appliquees fonde par Liouville. 

II fut le specialiste indiscute de la theorie des groupes pendant toute la fin du xix e asiecle et on lui 
doit de tres nombreux resultats, tant sur les groupes finis que sur les groupes dits classiques, dont il 
fut le premier a mesurer toute l'importance. Ses cours d'analyse contribuerent au developpement de 
la theorie des fonctions de variable reelle. [Jean-Luc Verley] 

Sofia Kowalevskaya, 1850-1891 

La mathematicienne russe Sofia Kowalevskaya est la premiere femme a avoir obtenu un doctorat de 
mathematiques (avec Weierstrass), la premiere femme a avoir ete professeur d'universite (a Stockholm), 
aussi une revolutionnaire, une romanciere, une personnalite exceptionnelle, auteur d'une etude sur les 
anneaux de Saturne, d'un theoreme sur les equations aux derivees partielles demontre independamment 
par Cauchy (et qui s'appelle le theoreme de Cauchy-Kowalevskaya) et surtout d'un remarquable travail 
sur le mouvement du solide. Dans celui-ci, elle a mis notamment en evidence un cas ou le mouvement 
dudit solide est integrable (au sens de Liouville) et que Ton appelle la toupie de Kowalevskaya. Elle 
est morte d'une pneumonie a quarante-et-un ans. 

Pierre Simon de Laplace, 1749-1827 

Fils d'un cultivateur, auquel l'etude fut ouverte, Laplace dut a des talents remarquables en 
mathematiques de s'imposer au monde savant des les dernieres annees de l'Ancien Regime. Mais 
c'est a travers la Revolution, l'Empire et la Restauration, qui le fit pair et marquis, que se realisa 
son ascension et qu'il finit par exercer sur le milieu scientifique frangais une autorite considerable et 
parfois pesante. On a pu lui reprocher le gout de la politique et l'habilete a composer pour profiter 
des changements de regime, mais il etait de ces maitres a penser qu'un gouvernement a toujours 
interet a se concilier, et son ceuvre scientifique, d'une valeur et d'une ampleur exceptionnelles, avait 
une importance sociale. 



Le theoreme des nombres premiers, pas moins... [ma]. 
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Cette oeuvre est essentiellement constitute par les applications de l'analyse mathematique dans deux 
directions principales : la mecanique celeste et la theorie des probabilites. Reprenant en un seul corps 
de doctrine tous les travaux effectues depuis Newton sur les consequences de la gravitation universelle, 
Laplace s'est illustre dans l'etude des anomalies des mouvements de la Lune et des planetes et a assure 
a son Exposition du systeme du monde la base positive qui justifie la celebrite de cet ouvrage. II ne 
s'agit pas d'une simple remise a jour du vieux projet cosmologique, mais d'une elaboration de grande 
technicite qui est restee typique d'une science nouvelle. De meme, les travaux de Laplace concernant les 
lois que la statistique est susceptible de reveler dans la mouvance de l'aleatoire, notamment a propos 
de la mortalite, ont ouvert des voies jusque-la inconnues. lis ont permis de depasser les discussions de 
principe ou s'enlisait la notion de probability. 

Mais on doit encore a Laplace des tentatives marquantes pour faire emerger de la formulation 
mathematique des elements significatifs pour la physique, par exemple le rapport des chaleurs 
specifiques des gaz (a volume constant et a pression constante) a propos de la vitesse du son ou les 
tensions susceptibles de rendre compte des phenomenes capillaires. Si les resultats de ces tentatives 
n'ont pas toujours ete tres heureux, la methode qui les inspirait etait appelee a un brillant avenir. 

On a dit de ce fils du peuple, devenu membre de l'aristocratie, qu'il fut l'un des plus grands 
« geometres » du debut du xix e siecle. Le terme, meme bien entendu, n'exprime pas l'essentiel. Laplace, 
excellent mathematicien, est l'un de ceux qui ont fonde la physique mathematique de la maniere la 
plus exemplaire. [Pierre Costabel] 

Pierre Laurent, 1813-1854 

Polytechnicien, officier pendant la conquete de l'Algerie, ingenieur de l'armee, il a aussi participe a 
la construction du port du Havre. Les series de Laurent apparaissent dans un memoire sur le calcul 
des variations publie a titre posthume. 

Henri Lebesgue, 1875-1941 

Le mathematicien Henri Lebesgue est l'un des fondateurs de l'analyse moderne. Presque tous ses 
travaux se rattachent a la theorie des fonctions de variables reelles. Sa conception de l'integration et 
de la mesure renouvelle l'etude des problemes classiques et ouvre les voies de l'analyse fonctionnelle 
moderne. 

Associant la hardiesse du novateur a la conscience de revolution de la mathematique, Lebesgue 
eut une vue lucide de la place de son ceuvre dans cette histoire des sciences dont l'etude fut pour lui 
occasion de mieux comprendre la nature des questions et source d'inspiration. [Lucienne Felix] 

Joseph Liouville, 1809-1882 

Joseph Liouville fut un bon artisan^ 12 - 1 des mathematiques, deployant une activite considerable dans 
l'enseignement et la diffusion des idees mathematiques de son temps ; il est le fondateur du Journal de 



( 'Un qualificatif qui, dans la grande tradition francaise de mechancete brillante, en dit plus long sur son auteur que 
sur l'objet d'un tel mepris. Liouville a ete un specialiste de theorie des nombres (il est le premier a avoir construit 
des nombres transcendants) , de geometrie differentielle et de mecanique rationnelle, il est, entre autres (avec notamment 
Kowalevskaya) , un des inventeurs de la theorie des systemes integrables, il a joue un role important dans le developpement 
des fonctions elliptiques (comme la fonction p). Quant a son activite considerable dans l'enseignement, ne pas croire qu'il 
a ete instituteur ou professeur dans le secondaire, il etait quand meme professeur au College de France, [ma] 



EMILE PICARD, 1856-1941 
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mathematiques pures et appliquees appele traditionnellement « Journal de Liouville ». Ses principaux 
travaux portent sur l'analyse et on lui doit un important theoreme sur l'approximation des irrationnels 
algebriques. [Michel Herve] 

Gosta Mittag-Leffler, 1846-1927 

Mathematicien suedois, ne a Stockholm, dont les travaux portent principalement sur la theorie des 
equations lineaires homogenes et sur la theorie des fonctions analytiques. On lui doit notamment le 
celebre theoreme (qui porte son nom) sur la representation des fonctions meromorphes par des series 
de fractions rationnelles. 

A la fois savant et diplomate' 13 ), Gosta Mittag-Leffler fut conseiller de la cour et du gouvernement 
suedois. En 1882, il crea son journal, les Acta mathematica, de caractere tout a fait international, dont 
le premier volume contient le celebre memoire de Henri Poincare sur la theorie des groupes fuchsiens. 

A l'occasion de son soixante-dixieme anniversaire, Mittag-Leffler fonda, par testament, l'institut 
Mittag-Leffler. D'apres les statuts de la fondation, constitute en 1919, le but de cet institut est de main- 
tenir et developper l'enseignement des mathematiques pures au Danemark, en Finlande, en Norvege 
et, particulierement, en Suede. Gosta Mittag-Leffler est mort a Djursholm le 7 juillet 1927. [Jean-Luc 
Verley] 

Giacinto Morera, 1856-1909 

Professeur de mecanique analytique a Genes, puis a Turin. 

Emile Picard, 1856-1941 

Le mathematicien frangais Charles Emile Picard fut un analyste profond et inspire, un travailleur 
infatigable et un professeur captivant. Trois guerres le frapperent durement, mais sa carriere ne compta 
que des succes rapides : agrege et docteur la meme annee, a vingt et un ans ; professeur a la Sorbonne 
a vingt-cinq ans, membre de l'Academie des sciences a trente-trois ans ; secretaire perpetuel de cette 
academie pendant pres d'un quart de siecle, il connut encore, en 1924, l'honneur de representer la 
science a l'Academie frangaise. 

Le plus celebre theoreme de Picard figure dans une note aux Comptes rendus de l'Academie des 
sciences, datee du 19 mai 1879, sous sa forme primitive, et dans les Annales de l'Ecole normale 
superieure de 1880 sous la forme suivante : Si zq est point singulier essentiel isole de la fonction /, 
celle-ci, dans un voisinage de zq, ne peut omettre que deux valeurs au plus. La beaute du resultat, le 
meilleur possible comme le montre l'exemple simple /a(z) = atanhaz, zq = oo, est encore rehaussee 
par une demonstration savante et merveilleusement habile, ou le but est atteint alors qu'il semble 
lointain. Aucun theoreme sans doute ne fut plus stimulant pour la theorie des fonctions. 

L'ceuvre de Picard n'est depassee en importance que par celle de son genial contemporain Henri 
Poincare : la liste de ses publications dans les periodiques scientifiques compte plus de trois cents 
titres ; les resultats qu'il obtint lui-meme et les recherches qu'il suscita sont egalement remarquables. 
[Michel Herve] 

connaissait « tout le monde » en Europe, il a travaille avec Weierstrass et cree l'ecole mathematique suedoise, il 
a fait instituer des prix pour les mathematiciens par le roi de Suede, il a reussi a faire nommeer Kowalevskaya (une 
femme!) a un poste a Stockholm, il est a l'origine de la creation des congres internationaux des mathematiciens, il a 
fonde un journal qui est toujours l'un des meilleurs au monde, un institut qui porte son nom... [note de ma]. 
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Henri Poincare, 1854-1912 

Considere comme le plus grancr 14 ) mathematicien de son temps, Henri Poincare est l'un des derniers 
representants de cette science a en avoir eu une totale maitrise dans l'ensemble des domaines, y compris 
dans ses applications en astronomie et en physique. II y a apporte des contributions essentielles, 
ouvrant plusieurs champs nouveaux, insoupgonnes jusqu'alors, a partir de problemes qu'il choisissait 
parce qu'ils s'imposaient a son esprit dans leur necessite, et elaborant lui-meme, dans une creativite 
exceptionnelle, les outils mathematiques dont il avait besoin pour leur resolution. C'est avant tout en 
mathematiques pures qu'il a donne la pleine mesure de son genie, renouvelant la theorie des equations 
differentielles et des fonctions avec la decouverte des fonctions fuchsiennes' 15 ). Son ceuvre en mecanique 
celeste, ou il appliqua et developpa ses resultats de la theorie des equations differentielles, a marque 
une etape importante de cette discipline, apportant un nouveau jour sur le probleme de la stabilite 
du systeme solaire, tout en ouvrant des perspectives de longue portee sur la theorie des systemes 
dynamiques, qui sont a l'origine de nombreux travaux contemporains. 

Ses etudes sur la physique mathematique embrassent la mecanique des solides et des fiuides, la 
thermodynamique, l'optique et l'electromagnetisme. Ses travaux dans ces deux derniers domaines 
culminent avec son etude de 1905 « Sur la dynamique de l'electron », ou il formule, en meme temps 
qu'Einstein, la pleine prise en compte du principe de relativite pour l'electromagnetisme et developpe 
une theorie relativiste (au sens restreint) de la gravitation. 

Poincare exerca, par son enseignement et le rayonnement de sa pensee, une influence considerable 
sur de nombreuses generations de mathematiciens et de physiciens, en France comme au niveau in- 
ternational. II est en outre l'auteur d'une ceuvre originale en philosophie des sciences, qui a ete d'une 
grande importance pour le developpement des idees au xx e asiecle. [Christian Houzel et Michel Paty] 

Bernhardt Riemann, 1826-1866 

Apres la mort de Georg Friedrich Bernhard Riemann, son ceuvre fut publiee en un seul volume, 
y compris les fragments posthumes, et cette brievete ne tient pas seulement a la fin precoce du 
mathematicien : d'une part, ses demonstrations sont tres intuitives, souvent incompletes, sinon ab- 
sentes ; d'autre part, il publiait, a de longs intervalles, des memoires patiemment muris. La nouveaute 
des notions et des methodes qu'on y trouvait et l'intuition geniale qui les animait donnerent aux 
mathematiques un elan encore perceptible^ 16 - 1 aujourd'hui. 

Riemann, comme la plupart des mathematiciens de son epoque, s'interessait aussi, et de fagon 
suivie, a la physique, et publia des memoires sur de nombreux sujets : lois de repartition de Pelectricite 
statique, contribution a l'electrodynamique, propagation d'ondes atmospheriques planes, mecanique 
de l'oreille, etc. 

Ne dans un village du royaume de Hanovre, Riemann fit ses etudes superieures et sa courte carriere 
universitaire a Gottingen. II passa en Italie la plus grande partie de ses quatre dernieres annees : a 



1 >Ce n'est pas le seul dans cette liste, ce qui prouve, s'il en etait besoin, qu'il n'existe pas de relation d'ordre total 
parmi les mathematiciens [note de ma]. 

^ 15 ^Le demi-plan qui porte son nom est lie a ces fonctions fuchsiennes, il est aussi le lieu dans lequel Poincare a pu 
demontrer que le postulat des paralleles est independant des autres axiomes d'Euclide [note de ma]. 
(16) Pour ceux qui aiment le concret de l'elan en question, la conjecture de Riemann sur les zeros de la fonction zeta est 
un probleme a un million de dollars. Plus serieusement, il y a une foule de theoremes qui attendent que cette conjecture 
soit demontree pour exister pleinement... et une foule de mathematiciens qui demontrent, chaque annee, la conjecture. 
Sans succes jusqu'a maintenant. [ma]. 
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l'epoque, c'etait le seul soulagement a la maladie pulmonaire qui le minait ; c'est ainsi qu'il repose 
dans un petit cimetiere proche du lac Majeur. [Michel Herve] 

Eugene Rouche, 1832-1910 

Professeur au lycee Charlemagne puis au Conservatoire des Arts-et-Metiers. 

Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1823 

Mathematicien allemand, a Halle, Zurich, Gottingen puis le successeur de Weierstrass a Berlin. Le 
lemme de Schwarz presente ici comme un exercice a beaucoup d'applications recentes en geometrie 
analytique complexe et en geometrie riemannienne. 

Karl Weierstrafi, 1815-1897 

La longue vie de Weierstrass fut entierement consacree a l'analyse mathematique et peu de savants 
exercerent sur leur science une influence aussi profonde^ 17 \ durable et bienfaisante. D'abord professeur 
a l'lnstitut militaire prussien, Weierstrass passera en 1856 a l'universite de Berlin, ou il donnera 
regulierement deux cours par an, hiver et ete, jusqu'en 1890. La redaction de ces cours par quelques 
auditeurs permit de publier, de 1902 a 1927, des lecons sur la theorie des transcendantes abeliennes, 
sur la theorie des fonctions elliptiques, sur les applications de celles-ci, sur le calcul des variations. 
Beaucoup de ses decouvertes ne connurent d'autre publication que ces lecons ou des cours polycopies. 

Le reste de son ceuvre comprend une cinquantaine de memoires et articles originaux, de communi- 
cations a l'Academie de Berlin (ou il fut elu en 1857), le tout echelonne sur un demi-siecle. L'ensemble 
frappe aujourd'hui par la clarte et la rigueur que Weierstrass apporte a des questions obscures et 
imprecises pour ses contemporains, et aussi par l'unite de pensee qui y regne. On peut cependant dis- 
tinguer les travaux sur les fonctions d'une variable complexe, sur les fonctions de plusieurs variables 
complexes, sur les fonctions de variables reelles et sur le calcul des variations. [Michel Herve] 



Parmi ses eleves, entre autres, Kowalevskaya et Schwarz. 
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